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INTRODUCCION

De inicio diremos que la matemdtica educativa se relaciona estrechamen-
te con una profunda reflexion sobre los saberes. Es importante senalar
que los conocimientos mediante los cuales se establecen las relaciones
diddcticas no son objetos muertos que el profesor “transmite” al alum-
no, y que éste “recibe” y se los “apropia”. Por el contrario, la matematica
educativa los concibe como objetos vivientes, sujetos de evolucion y cam-
bio conforme a la sociedad en donde nacen o se enraizan. El estudio de
las relaciones que el estudiante establece con los saberes que le son pre-
sentados, relaciones en si mismas de naturaleza eminentemente movil,
es el centro de una reflexion sobre las condiciones y la naturaleza de los
aprendizajes. Ello conduce a una aproximacion opuesta a la “pedagogia
general”, en tanto que ésta ofrece reglas de aprendizaje y de la educacion,
independiente de los contenidos ensenados. Al menos para las discipli-
nas cientificas y las matematicas, cuyos contenidos son altamente estruc-
turados, es poco probable que se pueda construir un conocimiento per-
tinente para explicar los fendmenos de ensenanza si no se consideran los
saberes de referencia.

Esto altimo hace necesario un estudio epistemoldgico para entender
cudles fueron las causas que posibilitaron la generacion de los saberes a fin
de articularlos pertinentemente en el aula. Como ya senalamos, el fendme-
no educativo es eminentemente social, compete globalmente a la cultura
en la que se da y, por tanto, a los “puntos de vista” especificos del entorno
social en el que se desarrolla; es por ello que, de manera natural, la investi-
gacion en matematica educativa se desarrolla al abrigo de diferentes para-
digmas. Particularmente para la socioepistemologia,

El punto de partida para la construccion de saberes es la actividad normada
por emergentes de naturaleza social que denominamos prdcticas sociales.
Estas regulan el ejercicio de practicas compartidas a través de las cuales, los
sujetos (individuales o colectivos) nos relacionamos intra e inter psicologi-
camente. En este sentido, los saberes son las diferentes formas de compren-
der y explicar las realidades y se encuentran vinculados con las pricticas
socialmente compartidas, las que a su vez estdn normadas por las pricticas
sociales (Cantoral, 2013: 48).

Indudablemente, los saberes matematicos han sido constituidos social-
mente, en ambitos no escolares; al introducirlos al sistema diddctico han
debido modificarse, lo que ha afectado tanto su estructura como su fun-
cionalidad y las relaciones entre estudiantes y profesores. De ahi la impor-
tancia de entender los mecanismos de la adaptacion del saber matematico
y cientifico a las practicas tanto de los docentes como de sus estudiantes.
La socioepistemologia ha construido una categoria para abordar tedrica y
metodologicamente ese proceso: el discurso matemdtico escolar (AME):
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La socioepistemologia tiene una mirada critica al discurso matemético es-
colar, ya que éste tiene una centracion en los objetos matematicos y no en
las practicas sociales. Uno de sus planteamientos consiste en hacer que la
matematica escolar sea funcional y deje de ser utilitaria, entendiendo la ma-
tematica funcional como un conocimiento incorporado orgdnicamente en
el humano que lo transforma y que le transforma su realidad, todo ello en
oposicién al conocimiento utilitario (Morales y Cordero, 2014: 327).

Dada la naturaleza del dME como ente inmovil, carente de significados
y utilitario que propicia la exclusion de la construccion social del conoci-
miento se pretende proveer una epistemologia —la socioepistemologia—
que posibilite el rediseno del dME a partir de la problematizacion del saber
matemdtico con miras a favorecer el aprendizaje de este saber.

En este escrito nos proponemos hacer una revision de nuestros resulta-
dos de investigacion en la construccion de un lenguaje grafico, con el fin de
posibilitar al profesorado el conocimiento de las herramientas indispensa-
bles que le permitan disenar y llevar a la practica situaciones de aprendizaje
en el aula de matematicas. Como han reportado investigaciones recientes
(Reyes, 2016), de esta manera se favorece el empoderamiento de los docen-
tes. Para ello iniciamos con una breve descripcion de la teoria de situacio-
nes diddcticas que usamos en nuestros disenos. Si bien no pretendemos
abarcar la teorfa exhaustivamente, si mostraremos los elementos que con-
sideramos esenciales. En seguida, haremos una presentacion de los resul-
tados de manera resumida acerca de tres aspectos importantes de nuestros
disenos: las operaciones gréficas, la resolucion grafica de desigualdades y la
construccion de funciones.

Con ello creemos que el lector estard en condiciones de apropiarse de
una vision global del quehacer de la investigacion en matemética educa-
tiva junto con su aplicacion dentro del aula de matematicas con el fin de
disenar e implementar, pertinentemente, proyectos de investigacion en la
clase de matematicas a proposito del tema que aqui discutiremos: el len-
guaje grafico.

BREVE ESBOZO DE LA TEOR{A DE SITUACIONES DIDACTICAS

El entorno inmediato del sistema diddctico es el “sistema de ensenanza’,
que esta constituido por un conjunto diverso de dispositivos que permi-
ten operar a los distintos sistemas didédcticos. Alrededor de este sistema de
ensenanza se encuentra el entorno social, que puede caracterizarse por la
presencia de padres, académicos y las instancias politicas. En el entorno
de lo que Chevallard (1991) denomina el sistema de ensefanza en sentido
estricto hay un “sitio” donde se piensa el sistema didéctico, denominado
noosfera. En la noosfera, los representantes del sistema de ensefianza se en-
cuentran, directa o indirectamente, con los representantes de la sociedad.
Esta version simplificada del funcionamiento escolar puede, sin embargo,
desarrollar formas muy complejas de éste.
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Todo funcionamiento social de ensenanza y de aprendizaje se consti-
tuye dialécticamente con la identificacion y la designacion de contenido de
saberes como contenidos a ensefar (Chevallard, 1991). Los contenidos de
los saberes designados como aquellos a ensenar, en general preexisten a la
definicion de aquellos que son designados como tales, pero en algunas oca-
siones constituyen “creaciones diddcticas” por necesidades de ensenanza.

Un contenido de saber que ha sido designado como saber a ensenar
sufre, a partir de ese momento, un conjunto de transformaciones adapta-
tivas que hacen apto para ocupar un lugar entre los objetos de ensenanza.
El trabajo que transforma un objeto de saber en un objeto de ensenanza
se denomina “transposicion diddctica” (Chevallard, 1991). La noosfera es el
centro operacional del proceso de transposicion; alli se producen todos los
conflictos entre sistema didactico y entorno.

Luego de que en el sistema diddctico se ha determinado un saber a en-
senar, éste se convierte, sin lugar a dudas, en un saber transpuesto, desper-
sonalizado, descontextualizado. Es labor del profesor proceder en sentido
contrario al productor de tal conocimiento; debe contextualizar y reper-
sonalizar el saber, es decir, debe buscar situaciones que den sentido a los
conocimientos por ensenar (Brousseau, 1986). El estudiante que se ha apro-
piado de los conocimientos procede a descontextualizarlos y despersonali-
zarlos para poderlos usar.

Un supuesto basico de la teoria de situaciones didacticas (TSD) es que el
alumno aprende, adaptandose a un medio que es factor de contradiccio-
nes, de dificultades, de desequilibrios. Este saber, fruto de la adaptacion del
alumno, se manifiesta por respuestas nuevas que son la prueba del apren-
dizaje (Brousseau, 1986). Este supuesto se basa en principios de la psicologfa
genética y de la psicologia social, y se podrian resumir asi: el aprendizaje
se apoya en la accion. La adquisicion, organizacion e integracion de los
conocimientos pasa por estados transitorios de equilibrio y desequilibrio,
apoyados en los procesos de asimilacion y acomodacion.! Deben tenerse en
cuenta los aprendizajes previos de los alumnos para construir los nuevos
conocimientos y para superar los obstaculos: se conoce en contra de los
conocimientos anteriores.”

La concepcion moderna de la ensenanza le pide al maestro que provo-
que en los alumnos las adaptaciones deseadas a través de la eleccion acer-
tada de los problemas que le propone.

Tomando una situacion matematica como elemento primario podemos
plantearnos como transformarla en una situacion de aprendizaje; para ello,
debemos cerciorarnos de que la respuesta inicial del alumno no constituya
la respuesta “correcta”, sino que se vea obligado a hacer modificaciones a
sus conocimientos previos. Uno de los factores principales de estas situa-
ciones de aprendizaje lo constituye el hecho de que las respuestas que pro-
duce el alumno sean respuestas provocadas por las exigencias del medio, y

1 Estos constituyen elementos bdsicos de la obra de Piaget.
2 Esta afirmacion constituye una idea fundamental de la epistemologia postulada por
Bachelard (1938).
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no a los deseos del profesor; al logro de este hecho se le llama “devolucion”
de la situacion por el profesor. La devolucion no se realiza sobre el objeto de
ensenanza sino sobre las situaciones que lo caracterizan (Brousseau, 1986).

Se llama situacion adidactica a una situacion matematica especifica de
dicho conocimiento que por si misma, sin apelar a situaciones didacticas, y
en ausencia de toda indicacion intencional, permita o provoque un cambio
de estrategia en el alumno. Este cambio debe ser (relativamente) estable en
el tiempo y estable respecto a las variables de la situacion. La forma de pro-
vocar este cambio suele provenir de ciertas caracteristicas de la situacion
adidactica que hacen que fracasen las estrategias espontaneas (Chevallard
et al., 1995).

Se llamardn variables didécticas, de la situacion adidactica, aquellos
elementos de la situacion que al ser modificados permiten engendrar ti-
pos de problemas a los que corresponden diferentes técnicas o estrategias
de solucion. El empleo que hace el profesor de situaciones adidacticas, con
una determinada intencion diddctica, constituyen lo que se denomina si-
tuacion diddctica. La situacion didactica comprende las situaciones adi-
décticas, un cierto medio y el profesor, que tiene el proposito de que los
alumnos aprendan un determinado conocimiento matematico.

El medio se constituye, asi, en un elemento fundamental dentro de la
nocion de situacion didactica, ya que esta constituido por todos aquellos
objetos con los que el estudiante estd familiarizado y que puede emplear
con seguridad y sin cuestionamientos, asi como todas aquellas ayudas que
se le proporcionan con el fin de que pueda lograr el objetivo deseado. Es
muy importante notar que en tal medio se encuentra el profesor. Este he-
cho sera de gran importancia en el momento de analizar su funcion en la
actividad de reproduccion de situaciones didacticas.

En la relacion diddctica maestro-alumno se erige explicita o implicita-
mente un acuerdo acerca de cudles son las responsabilidades de cada uno
de ellos. Es un sistema de relaciones reciprocas andlogas a las de un con-
trato, pero a diferencia de los contratos sociales, éste estard determinado
no por reglas previas a la relacion, sino por la naturaleza del conocimiento
matematico buscado. Este contrato didéctico evoluciona conforme evolu-
ciona la relacion del estudiante con la situacion adidactica. El estudiante
puede resistirse a la devolucion de la situacion, o experimentar problemas;
es entonces que las acciones del profesor, traducidas a la negociacion del
contrato, experimentan evolucion.

Finalmente, como hemos dicho anteriormente, las situaciones adiddcti-
cas estdn caracterizadas por un conocimiento especifico; es posible establecer
correspondencias entre estos tipos de conocimientos, los modos de funciona-
miento de dichos conocimientos y los respectivos intercambios del alumno
con el medio que aquéllos provocan. Con base en estas correspondencias, las
situaciones adiddcticas pueden ser definidas de la siguiente manera:

« Situacion de accién. Corresponde a un modelo implicito que sugiere
una decision o el empleo de un algoritmo y que provoca intercambio
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de informaciones no codificadas. El modelo de accion le permite al
alumno mejorar su modelo implicito; son acciones que aun no le
permiten formular, probar ni postular una teorfa.

« Situacion de formulacién. La forma de conocimiento corresponde a
un lenguaje que le permite la produccion de mensajes y, por ende,
el intercambio de informaciones codificadas segun ese lenguaje. En
este tipo de situaciones el estudiante intercambia y comunica sus
exploraciones a sus companeros o a su profesor y ya puede comuni-
carlos en un lenguaje matematico, asi sea muy incipiente.

« Situacion de validacion. Toma la forma de conocimiento de una teorfa,
que le permite construir sus propios juicios, los cuales pueden inter-
cambiarse. En esta situacion, el estudiante debe demostrar por qué el
modelo que construyo es vélido, a fin de convencer a otros de ello.

SOBRE EL PRECALCULO

Tradicionalmente el curso de precalculo es un repertorio de procedimien-
tos y algoritmos provenientes esencialmente del algebra y de la geometria
analitica, que tocan con mayor o menor énfasis el estudio de funcion, ha-
bitualmente sobre la definicion que Dirichlet-Bourbaki formul6 en 1939:
el concepto general de funcion se refiere a una regla que asigna a cada ele-
mento de un primer conjunto un tinico elemento de un segundo conjun-
to. La ensenanza tiende a sobrevalorizar los procedimientos analiticos y la
algoritmizacion, y deja de lado a los argumentos visuales por no conside-
rarlos como matematicos, entre otras causas. Es decir, la concepcion que de
la matematica se tenga permea su ensefnanza, independientemente de los
estudiantes a los que se dirige. A ello se atina el contrato didactico estable-
cido, el cual forma parte de la negociacion, en el sentido de que el recurso
algoritmico permite subsanar decorosamente lo establecido en el contrato
y “aligera” la responsabilidad del profesor al eliminar dificultades subya-
centes al contenido matematico.

La investigacion sobre las premisas que sustentan la instalacion de un
lenguaje grafico que permita el transito entre varios contextos ha sido repor-
tada en Farfan (2012) y Cantoral y Farfin (1998). En sintesis, hemos sostenido
que para acceder al pensamiento y lenguaje variacional, elementos centrales
del estudio del precalculo y calculo, se precisa, entre otros, del manejo de un
universo de formas graficas extenso y rico en significados por parte del que
aprende. El conocimiento de la recta y la parabola no resultan suficientes
para desarrollar las competencias esperadas en los cursos de anlisis.

En términos escolares se plantea la necesidad de propiciar la modifi-
cacion del curso de precalculo al inicio de los estudios universitarios; un
diseno para la escuela lo presentamos en Farfdn (2013). En lo que sigue ex-
pondremos, grosso modo, los elementos del analisis preliminar en términos
de ingenieria didéctica, en el sentido de Artigue (1992), asi como los ele-
mentos sustantivos del diseno a fin de proporcionar un ejemplo de innova-
cion para la escuela obtenida de la investigacion en matematica educativa.
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« Estudio epistemoldgico. La naturaleza del concepto de funcion es en
extremo compleja; su desarrollo se ha hecho casi a la par del huma-
no, es decir, encontramos vestigios del uso de correspondencias en
la antigtiedad, y actualmente se debate sobre la vigencia, en el dmbi-
to de las matematicas, del paradigma de la funcion como un objeto
analitico. Empero, el concepto de funcion devino protagonico hasta
que se le concibié como una formula, es decir, hasta que se logro la
integracion entre dos dominios de representacion: el dlgebra y la geo-
metria. La complejidad del concepto de funcion se refleja en las di-
versas concepciones y representaciones con las que se enfrentan los
estudiantes y profesores. Una lista exhaustiva de obstaculos episte-
moldgicos del concepto de funcion se encuentra en Sierpinska, 1992.
Estudio cognitivo. Los objetos inmersos en el campo conceptual del
cdlculo (analisis) son particularmente complejos a nivel cognitivo
pues, como en el caso que nos ocupa, la funcion se presenta como un
proceso cuyos objetos son los numeros; este mismo concepto devie-
ne en objeto al ser operado bajo otro proceso como la diferenciacion
(o integracion), y asi sucesivamente. De modo que al iniciar un curso
de calculo el estudiante debe concebir a la funcién como un objeto y
por ende susceptible de operacion; de otro modo, ;qué significa ope-
rar un proceso? En nuestras experiencias con profesores y estudian-
tes hemos constatado que si logran incorporar elementos visuales
como parte de su actividad matemdtica al enfrentar problemas, no
solo manejan a la funcién como objeto sino que ademas transitan
entre los contextos algebraico, geométrico y numérico versatilmente,
es decir, si se tiene dominio del contexto geométrico/visual, tanto en
laalgoritmia como en laintuicion y en la argumentacion, es posible el
transito entre las diversas representaciones. El problema estriba en la
dificultad cognitiva para adquirir maestria en el contexto geométri-
co; por ejemplo, en el plano de la argumentacion es mucho mas facil
mostrar la existencia de una raiz doble algebraicamente que geomé-
tricamente, por lo que se acude al refugio algoritmico con facilidad.

A partir de estos elementos nos proponemos un disefo con el objetivo
explicito de construir un lenguaje grafico. La hipdtesis central, después de
un analisis socioepistemologico a profundidad como el que se desarrolla
en Farfdn (2012), consiste en asumir que: previo al estudio del célculo se
precisa de la adquisicion de un lenguaje gréfico que posibilite, esencial-
mente, la transferencia de campos conceptuales que se presentan como vir-
tualmente ajenos, a causa de las ensenanzas tradicionales, y que establezca
un isomorfismo operativo entre el dlgebra bésica y el estudio de curvas, o
mejor auin, entre el lenguaje algebraico y el lenguaje grafico.

Esta hipétesis ha sido desarrollada tomando las siguientes directrices;
en primer término se presenta la posibilidad de operar graficas en analogia
con los numeros o las variables, dando sentido a operaciones fundamenta-
les como las siguientes:
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—f(x)yfi-x) Reflexion respecto del eje x y del eje y respectivamente.
flx+a)y flx-a), cona>0  Traslacion en la direccion del eje x.
fl)+ay flx)-a,cona>0 Traslacion en la direccion del eje .
af(x) Contraccion o dilatacion respecto del eje y.

f1(x) Reflexion respecto de larecta .

f¥)  corresponderan con aquéllos donde |y| < 1y viceversa, dejando
intactos los puntos sobre las rectas y=1y y=-1.

1 Invierte ceros en asintotas y viceversa, y las abscisas tales que |y| > 1

[fx)

yf(x) Respectivamente reflexion de las imagenes negativas al simétrico
positivo respecto del eje xy reflexion de sustitucion del lado de la
grafica con ordenadas negativas por la reflexion del lado de
la gréfica con ordenadas positivas.

El segundo aspecto relevante lo constituye la posibilidad de construir
un universo amplio de funciones a partir de tres funciones primitivas de
referencia: la identidad (f(x)=x), la exponencial (f(x)=ax) y la sinusoidal
(flx)=sen x), todas ellas para construir las funciones elementales en el sen-
tido de Cauchy. Estas funciones sirven, respectivamente, para construir las
graficas a las funciones algebraicas, logaritmicas y exponenciales y las tri-
gonométricas graficamente.

Figura 1. Diseflo de una ingenieria didactica

Disefio de una ingenieria didactica. Estrategias

| de base para el disefio

= Operaciones de base en analogia con los
numeros o las variables

= Apoyo en técnicas algebraicas para construir

graficas; p.e. para graficar y = ax? + bx + ¢, se

necesita operar algebraicamente para obtener

la forma y = a (x + b/2a)? - (b*+ 4ac) / 4a

y reciprocamente, generar la necesidad de

operar grificamente ante la imposibilidad de

hacerlo algebraicamente, por ejemplo resolver

desigualdades de aspecto complejo

Fuente: elaboracion propia.

En este acercamiento ha resultado importante plantear situaciones-
problema que involucren enunciados algebraicos que favorezcan el uso del
lenguaje grafico, por ejemplo la tarea:

] ‘x - a‘ + ‘x - b‘
Resuelve la desigualdad ————'<
x+b +[x+4

Es ampliamente desarrollada como estrategia de ensenanza en Farfin
(2013), en donde el recurso de plantear la resolucion de desigualdades es pre-
cisamente la variable diddctica de control del disenio que nos permite que
el aprendiz deje el recurso algebraico que le ha funcionado escolarmente.
Para todo ello es necesario operar algebraicamente a fin de obtener la gra-
fica de las funciones involucradas, para que finalmente sean comparadas y
resolver de este modo los sistemas de ecuaciones a que haya lugar. Del mis-

mo modo, buscar los extremos de funciones como - conay b positivos,
ax
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permite avanzar en la construccion del puente entre contextos, pues la ta-
rea en este contexto sirve de guia a la sintaxis algebraica, de modo que ésta
se refuerza en su significado.

Describimos enseguida un ejemplo:

Resolucion de la desigualdad — x* +x +2 <|x -2

Imagen 2. Resolucion grafica de desigualdades

y

Y=+ x+2

Igualando las
expresiones dadas xe(=00,0]U[2,00)
=X+ X+2=-x+2

Fuente: elaboracién propia.

En laimagen 2 pueden notarse las graficas tanto de y = —x2 + x + 2 como
dey=|x-2|. Elmétodo usado es encontrarlos puntos de corte deambas gra-
ficas, es decir, los valores para los cuales la grafica de la funcion cuadrética
es igual a la grafica del valor absoluto, especificamente: —x2 + x — +2 = —x + 2.
La importancia de estos puntos radica en que marcan un cambio en las
imagenes de una funcion con respecto a la otra. Esto es, en el primer punto
de corte entre las graficas, x = 0, las imdgenes de la cuadratica pasan de ser
menores a ser mayores que las imdgenes del valor absoluto. En el segundo
punto de corte, x = 2, las imagenes de la cuadratica pasan de ser mayores a
ser menores que las imagenes del valor absoluto. Con este anlisis es que
se obtiene que en los intervalos (—e0,0]U[2,0) la graficade y = -x2 + x + 2 es
menor o igual que la gréfica de y = |x 2|, es decir, se satisface la desigualdad.

En sintesis, éstas son las premisas de nuestro acercamiento, cuyos
ejemplos se expondran en lo que sigue. Antes, es importante senalar que
el desarrollo del pensamiento y el lenguaje variacional entre los estudiantes
precisan de procesos temporalmente prolongados, a juzgar por los tiempos
didacticos habituales. Supone, por ejemplo, del dominio de la matematica
basica y de los procesos del pensamiento asociados, pero exige simultdnea-
mente de diversas rupturas con estilos del pensamiento pre-variacional,
como el caso del pensamiento algebraico ampliamente documentado por
Artigue (1998). Esa ruptura, ademas, no puede ser sostenida exclusivamen-
te al seno de lo educativo con base en un nuevo paradigma de rigor que se
induce simplemente de la construccion de los nimeros reales como base
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de la aritmetizacion del andlisis, ni tampoco puede basarse solo en la idea
de aproximacion, sino que debe ayudar también a la matematizacion de la
prediccion de los fendmenos de cambio.

OPERACIONES GRAFICAS

Creemos que es necesario rescatar algunos “mecanismos’ que permitan
generar conocimiento y dar significado a ciertos contenidos mateméticos.
En este sentido, es importante que el estudiante logre un buen manejo del
lenguaje grafico y un pasaje fluido del contexto algebraico al grafico. Con
ello estaremos proporcionandole una base mas sélida donde asentar otros
conceptos de calculo, por ejemplo, comportamiento de funciones, obten-
cion de areas, etcétera, y aportandole herramientas que le permitiran una
mejor comprension y, por ende, una mejor apropiacion de conocimientos
en niveles mas abstractos.

Con el manejo de este tipo de operaciones intentamos dotar al alumno
de un manejo del “lenguaje grafico” que implica, por un lado, inducirlo a
la “semantica gréfica’, es decir, a la construccion de significados previos de
las operaciones graficas; y por otro, a la “sintaxis grafica”, vale decir, a su
simbolizacion respetando ciertas reglas. En este espacio presentamos sélo
el estudio de una operacion, sin embargo, en Farfan et al. (2000) , es posible
consultar otras.

1
Estudio de —— a partir de f(x)

f(x)

Para construir la gréfica del reciproco de una funcion partiremos de
f(x) = x, pues se considera que es reconocida por el alumno. Asi, se intenta
que, de un andlisis exhaustivo de la construccion de 1/x, se logre la generali-
zacion a cualquier funcion mediante la deteccion de propiedades comunes.

Ay

A Ao

Partimos entonces de la forma elemental f(x) = x
Sus caracteristicas son, entre otras:
«Domf=R
« Es creciente, pues si a < b entonces fa) < f(b).
« Es continua.
« Es simétrica respecto al origen de coordenadas, por tanto, es una

funcion impar, es decir que f(-x) = —f(x) ya que f{-x) = —x = —f(x).
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« flx) es positiva si x > 0, es decir, f{x) > 0 siy solo six > 0.
« f(x) es negativa si x < 0, es decir, f{(x) < 0 siy solo si x <0.
«flx)=0siysolosix=o.

Identificar caracteristicas de f(x) es relevante en cuanto se desea esta-
blecer como se modifican o conservan estas propiedades al calcular el re-

ciproco de f(x).

a) Estudio de los puntos (1,1) y (-1,-1)

Definimos:
1
g(x):7 y
fx) 4
Ly
Six=1 = f(1) =1 fW)=x ib----- .
= g(1) = —1-=1 L .
Six=-1= f(-1) = -1 A |
= g(-1) = L= @)

Es decir, los puntos (1,1) y (-1,-1) pertenecen tanto a la grafica de fcomo
aladeg

b) Estudio de puntos a, b, € (0,1)

Para los puntos del intervalo (0,1) haremos las siguientes consideraciones:

fO) fommnnes
f@ -5

[y

«Sean a, b, € (0,1) de modo tal que a < b < 1. Como f(a) =ay f(b) = b,
entonces, f(a) < f(b), ya que f(x) es creciente.

« Pero, g(a)=5yg(b)= % Sirecordamos que 0 <a < b < 1,al dividir por
a> 0 las desigualdades no se alteran, por tanto:

1<l L

a a
Si dividimos ahora por b > 0 obtenemos:
11 1

b a ab
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« Ademds,b<1=1< L

b

Entonces 1 < L <

b
Esdecir1<g(b) <g(a)

Por tanto g (x) decrece y se ubica por encima de y = 1.

|~

Como ejemplo calculemos algunos puntos para comenzar a trazar la
grafica:

1 1 1 _
X=— = f(x):f y g(x) = y
2 2 i 34 -0 (3)
L
2 |
1 1 1 2 i.(%z)
X=— = X)=— X)=— )
3 f( ) 3 Y g( )= L i
3 - ran
Si hacemos x cada vez mds pequeno: o 11 .
e
1 1
ex=— = =— X)=——=100
100 & 007 ¢ (9= 1
100
en general, para n cada vez mds grande:
x=1t = f(x):i y g)=—"=n
n n

3\~\~

Observamos que, a medida que f(x) se hace mas pequeno, g(x) se hace
mas grande. Es decir, si hacemos tender x a cero, f(x) = x también se acer-
card tanto como deseemos a cero y, por lo tanto, g(x) = + tenderd a infinito,
esto es, se hard tan “grande” como queramos.

Tomemosahorados puntosde f(x): (a, () y (b, f(b)) tales que a, b<(0,1)
con a < b, entonces f(a) < f(b) y, por lo visto anteriormente, g(a) > g (b).

Ademds, b —a>0yg(b) - g(a) < 0. Efectivamente:

ol@=L_1_a-b__(b-a
8¢ b a ab ab
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La pendiente de la recta que pasa por los puntos (a, g(a)) y (b, g(b)) es:

1_1  a-b
m:g(b)—g(a) _ b a _ ab 1
b-a b-a b-a ab
Y
Recta secante
g(a)i B a if gr:gca
de g(x)

Conforme a y b sean mds pequefios g(@) = ¢ y g(b) = 4, serdn cada vez
mas grandes. Por otro lado, el producto de ab también esta acercindose
a cero, por tanto, ——- se estd haciendo “muy grande”, es decir, este valor
tiende a infinito (negativo).

Luego, como la pendiente de la recta secante a la gréfica de g (x) es — .,
esta recta se va haciendo cada vez mas paralela al eje y a medida que nos
acercamos a x = 0. Esto nos lleva a pensar que los puntos de la gréfica de g (x)
no atravesardn el eje vertical. Podemos deducir entonces que: x = 0 es una
asintota de la grafica de g (x) =

¢) Estudio de puntos a, b, € (1,+o0)

Ahoraconsideremoselintervalo (1,+e0) yseana, b€ (1,+e0) talesque: 1<a<b,
al dividir por a > 0 las desigualdades no se alteran y obtenemos:
1

Loch
a a

de igual manera, si dividimos ahora por b > 0 nos queda

1 _1_1
—— < <=—<1
ab b a
Luego,

fla)=a) por tanto 1 < f(a) < f(b), y f crece y se mantiene por enci-
fb)=bJ madelarectay=1.

1
gla)=—-

‘11 Eor t(aintlo, g(b) <g(a) < 1, gdecrece y se mantiene por de-
g(b):z ajodelarectay=1.
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Por otro lado, si

x€ (1,+oo)=x>0=%>0=>g(x)>0,

es decir, g(x) se mantiene por encima de la recta y =0, luego 0 < g(x) < 1 para
todo x € (1,+00).

Anteriormente vimos que la pendiente de la recta que une dos puntos

(@,g@)y (b gb) es:

me 80 -gl@ 1
b-a ab’

gla)
g(b)

Siahora hacemos que a y b sean cada vez mas grandes, es decir, que am-
bos tiendan a infinito, la pendiente de esta recta ala grafica de g (x) tenderd a
cero, es decir, serd cada vez mas horizontal o paralela al eje x. Esto nos hace
pensar que los puntos de la grafica de g (x) no atravesardn la recta y = 0. Asi,
el eje x serd una asintota horizontal de la grafica de g (x).

Del analisis de las caracteristicas de f(x), sabemos que fes una funcion
impar. Ahora, como g(x) = % entonces g(—x) = —% = - g(x), de lo que con-
cluimos que g(x) es impar, por lo tanto, la gréfica de g(x) es simétrica res-
pecto al origen de coordenadas.

Entonces, con lo estudiado hasta ahora, estamos en condiciones de tra-

zar la grafica completa: grafica de f(x) = x y de su reciproca g(x) = %
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Asintota horizontal
y=0

Asintota vertical
x=

Analicemos ahora la manera en que se puede construir la grafica del re-
ciproco de una funcién arbitraria a partir de su grafica. Para ello utilizare-
mos los resultados que obtuvimos en el estudio del reciproco de la funcién
elemental f(x) = x.

Generalizacion de la construccion de féc) a partir de cualquier f(x)
1
1) Si de ——
) Signo de )
~ .
Si f>o0 = fx) >0 por tanto, se mantiene el signo de L res-
Si f>0 = —L->0 pecto del signo de f(x). J)

f)

2) Puntos invariantes

Sabemos que el reciproco de 1 es él mismo.

1

f

Por lo tanto, si f(x) = 1 para algin x € Dom f= 1
Lo mismo ocurre con —1.

En conclusion, los puntos de la forma (x, 1) y (x, —1) que pertenecen a la
grafica de f(x), pertenecen también a la grafica de ﬂ%)
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Todas las consideraciones anteriores quedan resumidas en la siguiente tabla:

f(x) Significado grafico f(#) Significado grafico Observaciones
y=1
- 1 , 1 .
0<fln<1 T >1 — 1La graficade T s halla por encima de
=0 " arectay=1
y=1
1 — . 1 .
feo>1 T 0< i) <1 1La graficade T s ha]la por erajo de
= 1 larectay=Typorencima del ejex
»=0 _
-1<f(x)<0 f(%)< -1 y=-1 Lagrafica deﬂ%)se halla por debajo de
e B ’ larectay=-1
L, y=0
fy<-1 =t <l <o Lagrificade ﬁse halla por encima de
Y ) | poret
g arectay =-1y por debajo del eje x

De la tabla anterior se deduce la importancia de graficar las rectas y = 1

y y = -1, pues dan una primera aproximacion de las regiones donde se en-
contrar la grafica de -
J®

3) Ceros de f(x)

Si existe a € Dom f. tal que f(a) = 0 entonces ' no estd definida.

fa)

. ; 1
Por tanto, un cero de f(x) se convierte en una asintota de ——

f®)

X

Asintota vertical
x=a

i fl@=0

Perfiles Educativos | vol. XXXVIIL, nimero especial, 2016 | IISUE-UNAM 1 3 1
RM. Farfin y EW. Romero | El diseno de situaciones de aprendizaje. ..



4) Asintotas verticales de f(x)
Sif(x) tiene unaasintota vertical en algun x, entonces, f(x) tiendea infinito.
Por tanto, una asintota vertical de f(x) se convierte en un cero de ——

)

f(x) f@=0

Asintota vertical x=a

L
&

it S
Q

5) f(x) creciente o decreciente

f(x) es creciente si y s6lo si, para todo a,b € Dom f tales que a < b, se
curnple que f(a) < f(b). Luego, si a,b € Dom ftales que a < b, vimos que
Ty < f(T por lo tanto, podemos concluir que:

Si f(x) es creciente = f(% es decreciente
X

1
fx) flx)

creciente decreciente

_ S~

Andlogamente,

si f(x) es decreciente = f(% es creciente.
X
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6) Simetria respecto al eje y, es decir, f(x) es una funcién par

f(x) es una funcion par, si y solo si, para todo x € Dom f se cumple que

f=)=f(0).

Vemos que

= f( ) ——y podemos entonces concluir lo siguiente:

Sif( f x) es una funcion par, entonces 7, X) es una funcion par. Por lo tanto,
7o —L-también es simétrica respecto al eje .

Funciones pares

7) Simetria respecto al origen de coordenadas,
es decir, f(x) es una funcién impar

f(x) es una funcion impar, si y solo si, para todo x € Dom f se cumple

que f(=x) = —f(x).

1 .
g0 —— = ———y podemos entonces concluir que:
J&0 W

Si f (x) es una funcion impar = 75 M es una funcion impar. Por lo tanto,
[T también es simétrica respecto al origen de coordenadas.

<

f)

Funciones impares
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8) Continuidad de f(x)

Que f(x) sea una funcion continua en todo su dominio, no implica que
1 sz .

—— también lo sea. En efecto, puede ocurrir que:

f®)
« f(x) sea continua, como por ejemplo f(x) = x, pero su reciproca ser

. . 1 1 4
discontinua, tal es el caso de TR Observemos sus graficas:

R |

f(x)=x f(T)i

« Puede ocurrir que tanto f(x) como g Sean continuas en su domi-

nio, por ejemplo, f(x) = exy ﬁ = e-x. Observemos sus graficas:

y y

En conclusion, podemos asegurar que:

« Si f@ # 0, para todo x € Dom f, y f(x) es continua entonces ﬂ%) es
continua.
« Sif(x) = 0 paraalgun x € Dom f, entonces ﬁ es discontinua.
Consideramos que la pertinencia de este tipo de problemas respecto a
su inclusion en los programas de precélculo radica en que dotar al alumno
de un buen manejo del lenguaje grafico facilita la comprension y apropia-
cién de nuevos conceptos de cdlculo. En particular, el estudio del reciproco
de una funcion permite reflexionar acerca de ciertas nociones, como asin-
totas, ceros, maximos y minimos, continuidad, y sobre lo que sucede con
ellas al aplicar esta operacion.
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Al resolver este tipo de ejercicios, el alumno se ve obligado a pensar
qué sucede ante, por ejemplo, un cero o asintota. Este hecho lo acerca a
conceptos de limite y sucesiones sin estar trabajando con ellos de mane-
ra explicita. Debe analizar lo que ocurre cuando f(x) se hace cada vez mds
pequena (cero), o cada vez mas grande (asintotas) y al aplicarle el reciproco;
y a manejar ideas de “tiende a...”, “se acerca a...”. Por tanto, contribuye a
formar una “base” donde sustentar nociones tales como limite, continui-
dad, mdximos y minimos, etcétera, inherentes al calculo. Lograr un pasaje
fluido y espontdneo entre estos dos lenguajes (grafico y analitico) permite
una mayor comprension de las ideas subyacentes.

RESOLUCION DE DESIGUALDADES

Es innegable que la dificultad técnica que se presenta al resolver desigual-
dades obstaculiza su comprension y su enseianza y reduce su presentacion
escolar a unos cuantos ejemplos “complejos” a fin de completar el programa
establecido. Por otra parte, las habilidades algebraicas y logicas que desarro-
lla una minoria de estudiantes no contribuyen, sustancialmente, a un pos-
terior estudio del célculo. Nuestra estrategia para abordar en la escuela este
tema estriba en el cambio de centracion del contexto protagonico de la dis-
cusion, es decir, iniciamos el tratamiento en el contexto grafico y hacemos
una traslacion hacia el contexto algebraico con el fin de apoyar argumen-
taciones o construcciones graficas. También involucramos el contexto nu-
mérico usando la calculadora para conjeturar soluciones e ir estableciendo
margenes de aproximacion que propician el fortalecimiento de la intuicion
numérica de los estudiantes. En lo que sigue veremos algunos ejemplos que
el lector puede consultar en Farfan (2013), para mayores detalles.

El problema de resolver una desigualdad de incognita x radica en encon-
trar todos los numeros reales que, al sustituirlos por x, verifican la desigual-
dad dada. Tales nimeros son las soluciones de la desigualdad, y forman el
conjunto de soluciones que generalmente es un intervalo. Hagamos una
analogfa con la resolucion de ecuaciones.

,

Resolver la ecuacion 3x -1 = 0 es encontrar el valor de “x” para el cual el
término 3x -1 es nulo; el problema planteado en una grafica se interpreta
como el de encontrar la interseccion de la recta y = 3x -1 con el eje x.
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El valor de x requerido es 1/3, es decir que para dicho valor el término
3x -1 seanula; en la grafica, para ese valor de xla recta y el eje coinciden y la
solucion se expresa como x = 1/3.

Al introducir el término “desigualdad” se introducen los simbolos “<”
(menor que), “>" (mayor que), <" (menor o igual que) y “>” (mayor o igual
que), que permiten que la solucion sea un niimero, como en el caso de las
ecuaciones, o bien, un conjunto de nimeros e incluso varios conjuntos. De
modo que al solicitar la solucion de la desigualdad 3x -1 < 0, observamos en
lagréfica que para todos los nimeros del eje x situados a la izquierda de 1/3 (es
decir, menores que 1/3) los valores del término 3x -1 estan por debajo del eje
x (es decir, son menores que cero), por lo que la solucion requerida es un con-
junto de niimeros, a saber, el constituido por todos los numeros reales que
sean estrictamente menores que 1/3. Asi, la solucion es el intervalo (—eo, 1/3).

Reflexionemos sobre el procedimiento anterior: hemos establecido una
comparacion entre la grafica dela recta y = 3x — 1 y el eje de las x cuya ecua-
cién es y =0; la comparacion fue dada por el simbolo “<” y nos preguntamos
sapartir de qué nimero, la grafica de la recta y = 3x — 1 estd por debajo de la
graficadelarecta y = 0?

Hemos traducido “<”, usado en la expresion algebraica, por “debajo
de’; y se puede inferir la traduccion de “>” por “arriba de” en el contexto
grifico, del mismo modo en que la igualdad se traduce como interseccion
(coincidencia).

De este ejemplo observamos que, en general, a diferencia de las ecuacio-
nes, al resolver una desigualdad nos vemos obligados a exhibir un conjunto
de nimeros y que, en el contexto gréfico que usaremos en este escrito como
ambiente de trabajo, resolver la desigualdad sera localizar a partir de qué
numero (sobre el eje de las x) la comparacion inducida por los simbolos (“<”,
7, °<", “27) da lugar a la comparacion (“debajo de”, “arriba de”, “debajo de
y en la interseccion”, “arriba de y en la interseccion”) de los lugares geomé-
tricos involucrados.

Resolver la desigualdad 1 - x>3-2x>x-6

Como antes, graficamos las rectas y=1-x,y=3-2xey=x-6enun
mismo sistema de ejes.

La graficade y =1 - x esta por encima de la grafica de la recta y =3 — 2x
a partir del punto de interseccion cuya abscisa es 2. En tanto que la grifica
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de larecta y = 3 — 2x estard por arriba de la recta y = x - 6 hasta el punto de
interseccion que tiene por abscisa 3; después de tal valor la situacion se in-
vertird, asi que de ambas partes tenemos que la solucion es el intervalo [2,3],
que también puede expresarse como el conjunto (=e,3]N[2,00).

REFLEXIONES FINALES

Laensenanzatradicional sostiene quelosaprendizajessedan comoresultado
de “buenas practicas” de ensenanza del docente, quien evalta los aprendi-
zajes a través de mecanismos de aprobacion o reprobacion de determinado
curso; se confunde acreditar con aprender. En contraparte, los enfoques
constructivistas nutren la idea de que aprender matematicas requiere de
su construccion por parte del estudiante, y que el aprendizaje se da con éxito
cuando se logra poner en funcionamiento para resolver ciertas tareas en
determinadas situaciones.

Desde la perspectiva de la teorfa socioepistemoldgica se hace nece-
sario que la gestion diddctica responda a las exigencias del pensamiento,
del aprendizaje y de los escenarios (culturales, historicos e instituciona-
les) que requiere la actividad matemdtica; para ello, esta actividad se debe
apoyar en los propios procesos mentales del estudiante: sus conjeturas,
sus procesos heuristicos, sus ensayos y exploraciones; de esta manera se
abre la posibilidad de que la intuicion sirva como punto de partida para
el trabajo en la clase (Cantoral, 2013). Pero ;como asegurar que se genera
el ambiente propicio para esto? Respecto de la situacion de aprendizaje se
asegura que:

...suele plantear un reto especial, tanto a los estudiantes como a los profe-
sores, pues aunque entiendan efectivamente el enunciado del problema, no
pueden construir una respuesta que les parezca convincente. .. dado que se
carece de elementos cognitivos y diddcticos que les permitan construir una
respuesta adecuada. Consideramos que es hasta este momento en que ellos
se encuentran en situacion de aprendizaje... pues la respuesta habrd de ser
construida (Cantoral, 2013: 201).

Desde esta mirada se puede asegurar que un sujeto (individual o colectivo)
no siempre estd en situacion de aprender; las situaciones de aprendizaje se
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deben propiciar, proponiendo una situaciéon problema que enfrente al suje-
toa un escenario en el que deba poner en juego los saberes que se requieren;
se dice entonces que el individuo estd en situacion de aprendizaje cuando
entra en conflicto, es decir, cuando el disefio provoca que su respuesta ini-
cial a la tarea encomendada sea erronea y el mismo diseno lo hace perca-
tarse de ello (Reyes, 2011).

La propuesta de diseno presentada busca construir un lenguaje gra-
fico de funciones extenso y rico en significados para quien aprende, que
permita ir més alld de los procedimientos y algoritmos propios del alge-
bray de la geometria analitica para dar paso a argumentos visuales a partir
del uso de la grafica al resolver situaciones problema, especificamente, las
desigualdades.

Este tipo de tratamiento de las funciones, donde se incorporan fuerte-
mente los elementos visuales, permite el transito entre los distintos contex-
tos de la funcion: algebraico, geométrico, numérico, icénico y verbal. Esta
herramienta le sirve al docente como nuevo punto de partida para que rea-
licen nuevas situaciones en el aula, pues al conocer nuevas investigaciones
relacionadas con los diferentes temas, esto contribuird a que se promueva
una actitud de liderazgo, confianza y mejora en sus practicas para la ense-
fnanza, favorecera el empoderamiento del docente (Reyes y Cantoral, 2014)
y, por ende, el enriquecimiento de la profesionalizacion docente.
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