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Herramientas tecnoldgicas
en el desarrollo de sistemas de representacién
para la resolucién de problemas*

MANUEL SANTOS TRIGO Y DAVID BENITEZ MOJICA™"

Y,

Los estudiantes manifiestan sus formas de pensar y resolver problemas
a partir del empleo de modelos que involucran distintos sistemas de representacién. En este estudio,
un problema de rutina se emplea como plataforma para que los estudiantes expresen,
construyan y refinen sus ideas acerca de conceptos que involucran cambio o variacién. El uso
de la tecnologfa desempefia un papel importante en la presentacion, identificacién
y exploracién de conjeturas y relaciones. En particular, se observa que la utilizacién
de distintas representaciones se transforma en un puente para conectar temas que tradicionalmente

aparecen en dreas como cdlculo, geometrfa, aritmética y 4lgebra.

An important goal in mathematics instruction is that students develop powerful conceptual systems
that lead them to solve mathematical problems. We recognize that students use models that involve descriptions,
explanations, and in general system of representations to externalize their ideas about mathematics
and problem solving. Thus, models function as a means for students to exhibit and refine their repertoire
of resources and mathematical problems solving strategies. In this study, a routine problem
is used as a platform to encourage students to search for multiple ways to solve and transform
the nature of the problem into a set of learning activities. In this process, the use of technology
becomes an important tool to understand and connect concepts from areas

that include arithmetic, algebra, geometry and calculus.

Maestros / Ensefianza-aprendizaje / Sistemas de representacién / Problemas matemdticos / Bachillerato
Teachers | Teaching-learning / Representation systems | Mathematical problems / High school
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Herramientas tecnolégicas en el desarrollo de sistemos...

INTRODUCCION

Recientes reformas curriculares sugieren
que los maestros deben disefar e implan-
tar actividades de aprendizaje en las cua-
les los estudiantes tengan la oportunidad
de desarrollar y usar diversos sistemas de
representacién para resolver tareas matemd-
ticas (National Research Council, 1998;
National Council of Teachers of Mathe-
matics, 2000). Sin embargo, los maestros
reconocen la dificultad que enfrentan al
tratar de formular problemas que ayuden
a sus estudiantes a desarrollar hdbitos del
pensamiento que sean consistentes con
estas reformas. ;Qué recursos matemdti-
cos y diddcticos son importantes en el
proceso de disefiar problemas o activida-
des de aprendizaje?, jexisten principios
que puedan guiar el disefio o la formula-
cién de problemas?, ;cémo transformar
los problemas y ejercicios rutinarios que
emplean los maestros en sus prdcticas co-
tidianas, en actividades de resolucién de
problemas?

En este trabajo se documentan los dis-
tintos métodos de solucién que emplean
estudiantes del nivel medio superior cuan-
do efectdan actividades de resolucién de
problemas. En particular, los mismos
ejemplos que los maestros emplean en sus
clases pueden usarse como plataformas
para proponer distintos métodos de solu-
cién. En este proceso, el uso de la tecno-
logia se convierte en una herramienta
importante para presentar métodos de

El presente estudio se desprende del proyecto “Procesos de
resolucién de problemas en ambientes que promueven el
empleo de herramientas tecnoldgicas”, financiado por
CONACYT (referencia ntim. 42295).

** TInvestigadores del Centro de Investigacién y Servicios
Avanzados del Instituto Politécnico Nacional (CINVESTAV-
IPN), Universidad Auténoma de Coahuila.
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solucién con cualidades matemdticas que
no necesariamente se perciben cuando los
estudiantes usan solamente papel y ldpiz.
En el desarrollo del trabajo se sostiene
que una actividad fundamental en la reso-
lucién de problemas consiste en que los
estudiantes generen distintas formas o
métodos de solucién y examinen las pro-
piedades inherentes a cada uno de estos
métodos (Schoenfeld, 1998). En este con-
texto, trabajar con problemas da una opor-
tunidad a los estudiantes para desarrollar
modelos matemdticos que incluyan el uso
de descripciones, explicaciones y de diver-
sos sistemas de representacién. En particu-
lar, el uso de la tecnologfa puede ofrecerles
una ventana interesante para observar y
examinar conexiones y relaciones.

MARCO CONCEPTUAL

La idea de marco conceptual que emplea-
mos en el estudio se basa en el trabajo de
Eisenhart (1991). En esta direccién, un
marco conceptual se considera un sopor-
te estructural de justificacién en lugar de
un esquema de explicacién (bid., p.10).
Se reconoce como “un argumento que
incluye diferentes puntos de vista y cul-
mina en una serie de razones para adop-
tar algunos puntos... y no otros” (ibid.,
p. 10). Desde este enfoque, un marco
conceptual es un razonamiento que justi-
fica los conceptos que intervienen en la
investigacién y el tipo de relaciones que
serdn apropiadas y de utilidad en el pro-
blema de estudio o investigacién. De
manera similar a los marcos tedricos, los
marcos conceptuales se basan en la inves-
tigacién previa; sin embargo, éstos se
construyen a partir de las fuentes que
existen, incluyendo aqui posibles nuevos
arreglos o ajustes que emerjan durante el
desarrollo de la investigacion.
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Un principio fundamental en la ins-
truccién matemdtica es que los estudian-
tes, al resolver problemas, deben desarro-
llar el hdbito de buscar varias formas de
solucién e investigar ventajas y limitacio-
nes de las representaciones que aparecen
en el proceso de resolucion.

En la prdctica actual, gran parte de la ensefian-
za tiene lugar dentro de un solo sistema de
representacion. Se dedica mucho tiempo y
esfuerzo a que los estudiantes desarrollen habi-
lidades para operar el lenguaje formal simbdli-
co, y relativamente poco tiempo se dedica al
empleo de otras representaciones de la misma

idea (Goldenberg, 1995, p. 156).

El empleo de distintas representacio-
nes desempefia un papel importante en el
entendimiento de ideas matemdticas y en
la resolucién de problemas. En esta direc-
cién, es necesario que los estudiantes
construyan sistemas de representacion
que les permitan analizar y entender con-
ceptos matemdticos desde varios dngulos
o perspectivas. En particular, el uso de dis-
tintas herramientas tecnoldgicas (Excel,
calculadoras, software dindmico) ayuda a
que visualicen e identifiquen propiedades
y relaciones que son parte de la estructu-
ra profunda de los conceptos o proble-
mas. Lesh (en prensa) establece que “for-
mas poderosas de pensar se generan en
procesos iterativos y recursivos a través
del desarrollo de perspectivas que involu-
cran multiples representaciones”. En este
contexto, resolver un problema va mds
alld de presentar una respuesta final; invo-
lucra investigar, representar, aplicar, inter-
pretar y evaluar diferentes maneras de
resolver el problema (Schoenfeld, 2002).
Es decir, aprender matemdticas es un pro-
ceso de construccién continua de mode-
los del pensamiento matemdtico que
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deben evaluarse de manera constante y
eventualmente transformarse en entida-
des mds robustas.

Los estudiantes emplean modelos al
interpretar situaciones matematicamente.
Estos modelos se fundamentan en siste-
mas conceptuales que se expresan a través
de distintos medios, los cuales involucran
el uso de diversos tipos de representacio-
nes, descripciones, o explicaciones. En
esta direccién es importante reconocer
que la tnica forma de acceder a los siste-
mas conceptuales internos de los estu-
diantes es por un medio externo. Tan
pronto como ellos desarrollan un sistema
conceptual para encontrarle el sentido a
una situacién, emplean ese sistema con-
ceptual para moldear sus experiencias.
Asi, cuando una persona o grupo estd
resolviendo un problema, las formas de
pensar se expresan usando un medio
externo que les ayuda a clarificar, modifi-
car, refinar o revisar cada forma indivi-
dual de pensamiento. Existe la tendencia
a pensar que la tnica forma en que pode-
mos conocer lo que pensamos es exterio-
rizando nuestra forma de pensar; y el
mismo acto de exteriorizar nuestra forma
de pensar tiende a inducir nuevos cam-
bios, produciéndose de esta manera esla-
bones importantes entre las representa-
ciones y el pensamiento. Asi, cuando un
estudiante primero dibuja y luego exami-
na un diagrama, su manera de pensar
puede haber cambiado en una forma
importante.

La tecnologfa ofrece a los estudiantes
un medio que puede favorecer el acceso y
el desarrollo de recursos matemdticos que
les ayuden en la construccién de esos mo-
delos (Devlin, 1997). En particular, la
representacion de relaciones en forma
dindmica les permite realizar exploracio-
nes que frecuentemente conducen a la
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identificacién y formulacién de conjetu-
ras. Ademds, en las representaciones dind-
micas, los estudiantes ficilmente pueden
construir y mover elementos en tal repre-
sentacién o configuracién para poder
analizar propiedades o relaciones de fami-
lias de figuras. Aqui los alumnos even-
tualmente reconocen la necesidad de
plantear argumentos que fundamenten
sus propias conjeturas.

Es importante aceptar que pueden
existir distintos puntos de vista acerca de
lo que significa pensar matemdticamente
y que diferentes comunidades pueden
distinguir o caracterizar el pensamiento
matemdtico de acuerdo con sus propias
experiencias profesionales. Aqui resulta
interesante generar una vision amplia,
que ayude a proponer un marco donde se
identifiquen los fundamentos de la disci-
plina, los cuales garanticen una forma-
cién en los estudiantes que les permita
ajustarse adecuadamente a los constantes
desarrollos del campo de estudio. ;Qué
tipo de experiencias necesitan desarrollar
en la resolucién de problemas para en-
frentar situaciones o problemas fuera de
la escuela?, ;cudles son las herramientas
conceptuales o modelos que necesitan
para enfrentar esos problemas?, ;cémo
pueden los estudiantes mismos desarrollar
mecanismos de aprendizaje que les per-
mitan compartir, reutilizar, refinar y mo-
dificar o robustecer sus modelos de reso-
lucién de problemas? Lesh (en prensa) ha
empleado lo que identifica como “estu-
dios de expertos en evolucion” para tratar
de investigar preguntas como las anterio-
res. En este tipo de estudios, los partici-
pantes trabajan en ciertas actividades que
les permiten reconocer y transformar sus
propios modelos de pensamiento. En este
sentido, se establece un ambiente donde:
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* Los participantes continuamente arti-
culan, examinan, comparan y contras-
tan sus formas de pensar acerca de las
matemdticas, la ensefianza, el aprendi-
zaje y la resolucién de problemas. Es
decir, las herramientas conceptuales y
modelos que utilizan para realizar las
actividades reflejan sus formas de pen-
samiento.

* Los participantes revisan y refinan las
herramientas conceptuales a partir de
una interaccién dentro de una comu-
nidad que valora las contribuciones de
todos los miembros.

* Los participantes desarrollan herra-
mientas y formas de pensar que ellos
mismos evalian en términos de sus
aplicaciones potenciales. Ademds, ge-
neran informacién sobre cémo tal he-
rramienta ha llegado a ser funcional
para ellos.

Un aspecto fundamental en el desarro-
llo de las experiencias de aprendizaje de
las matemdticas en los estudiantes es que
el empleo de distintas representaciones
favorece la integracién y la conexidn de
contenidos de la disciplina. Asf, las mul-
tiples formas de representar la informa-
cién de una situacién pueden resultar un
vehiculo para utilizar ideas que incluyen
aspectos numéricos, algebraicos, geomé-
tricos o de cdlculo.

PROCEDIMIENTOS Y ACTIVIDADES
INSTRUCCIONALES

Un grupo de 35 estudiantes de tercero de
bachillerato participd en un curso de cdl-
culo con énfasis en la resolucién de pro-
blemas. Los estudiantes abordaron series
de problemas que incluyen ejercicios de
libros de texto (ademds de problemas di-
sefiados para ese curso) durante un se-
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mestre. Las actividades de instruccidn in-
cluyeron las presentaciones por parte del
maestro, el trabajo en forma individual
de los alumnos y en grupos de cinco, asf
como discusiones de todo el grupo. Los
estudiantes tuvieron acceso al uso de la
computadora y calculadora; cuando tra-
bajaron en grupos siempre habia al menos
uno que tenfa cierta experiencia en el uso
de estas herramientas, y éste ayudaba a que
otros alumnos se familiarizaran rdpida-
mente con el empleo de tales herramien-
tas. La idea era que en el uso de la herra-
mienta se adquiriera “transparencia’ en
cuanto a que no fuera un obstdculo que les
impidiera vincularla directamente con la
exploracién matemdtica de los problemas.

En la fase inicial, los estudiantes en
forma individual resolvian el problema,
después compartian sus ideas dentro del
equipo de cinco alumnos y eventualmen-
te algunos de los métodos de solucién de
estos equipos se discutian con todo el
grupo. El papel del maestro, ademds de
las presentaciones ante la clase, fue coor-
dinar y monitorear el desempefio indivi-
dual y de los grupos de discusién. En al-
gunos casos, proponfa preguntas, pedia
alguna explicacién a los estudiantes, o
sugerfa la consideracién de cierta forma
de representar la informacién. Durante el
curso, la participacién de los alumnos fue
un ingrediente fundamental para el desa-
rrollo de las actividades.

La informacién que se recolecté en el
desarrollo del curso incluye el trabajo
escrito que presentd cada grupo de discu-
sién, los archivos del trabajo que se alma-
cenaron en la computadora o calculadora
y entrevistas con algunos estudiantes.
Durante el andlisis de los resultados se
pone atencidn a los aspectos globales que
caracterizan el trabajo de los estudiantes.
Es decir, se reportan los distintos acerca-
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mientos que emergieron en el desarrollo
de las actividades. En particular, las uni-
dades de andlisis se centran en el funcio-
namiento y los aportes de los grupos pe-
quefios y las discusiones con toda la clase.
El andlisis se presenta a partir de la consi-
deracién de un problema donde se ilus-
tran las distintas ideas que los estudiantes
sugieren y emplean en el tratamiento de
un problema rutinario. Nos interesa
identificar y analizar los diferentes tipos
de representaciones que ayudan a siste-
matizar la informacién y resolver el pro-
blema. ;Existe otra forma de resolverlo?
Esta fue una pregunta importante que
resulté obligatoria para todos los estu-
diantes en su interaccién con los proble-
mas. Ademds, la bisqueda intencional de
distintas soluciones es fundamental para
establecer conexiones o extensiones rela-
cionadas con el problema original.

Es necesario mencionar que las repre-
sentaciones que emplearon los estudian-
tes en la solucién del problema que aqui
se ilustra, refleja el ambiente que se fue
construyendo en el salon de clases. La
presencia de representaciones multiples
en los acercamientos de los estudiantes
resultd un aspecto fundamental para
mostrar que gran parte de los problemas
que aparecen en libros de texto pueden
transformarse en actividades que resulten
interesantes para los estudiantes.

EL PROBLEMA INICIAL!

La distancia entre dos postes que se em-
plean en las instalaciones telefénicas es de
10 m, como se muestra en la figura 1. La
longitud de cada poste es de 3y 5 m. A
manera de soporte, un cable que une la
parte superior de los dos postes se sujetard
a un punto en tierra, localizado sobre la
linea que une los dos postes. ;Dénde debe
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situarse el punto sobre la tierra de tal ma-
nera que la longitud del cable sea la menor?

FIGURA 1 e Dos postes y un cable que une los
extremos superiores con un punto sobre la recta

que une a los postes.

10m

COMPRENSION DEL PROBLEMA

Un aspecto importante en el proceso de
solucién de este problema es reconocer
que la longitud del cable varfa cuando el
punto P se mueve sobre el segmento
entre los dos postes y plantear la necesi-
dad de cuantificar este cambio. En la re-
presentacion inicial propuesta por los
estudiantes se destaca el empleo de una
notacién particular para identificar los
elementos clave del problema (figura 2).

FIGURA 2 e Representacién del problema

e infroduccién de una notacién.

10

;Cémo podemos saber si la longitud
del cable cambia cuando el punto P se
mueve a lo largo del segmento entre los
dos postes?, ;cémo podemos determinar
la distancia entre un poste y el punto P2,
;qué datos tenemos?, ;como podemos
usar el teorema de Pitdgoras?
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Estas fueron las preguntas iniciales
que ayudaron a los estudiantes a identi-
ficar la informacidn relevante y a explo-
rar la relacién entre la longitud del cable
y la localizacién del punto P. Con base
en la representacion del problema, algu-
nos estudiantes observaron que el punto P
podia estar ubicado en cualquier punto del
segmento AB. También reconocieron que
la hipotenusa en cada tridngulo representa
parte de la longitud del cable. Esto es, la
suma de las dos hipotenusas representa
la longitud total del cable. Ademds, obser-
varon que el procedimiento que emplea-
ban para determinar la longitud del cable,
en un caso en particular, era el mismo para
calcular la longitud del cable cuando el
punto P se movia sobre el segmento AB.
La hoja de cdlculo (Excel) eventualmente
aparecié como una herramienta importan-
te para calcular y representar la informa-
cién del problema. A continuacién se es-
bozan las ideas esenciales que emergieron
durante este acercamiento:

El uso de una tabla

Algunos estudiantes se enfocaron en cal-
cular casos particulares para la ubicacién
del punto P En este sentido, hicieron uso
de diferentes representaciones (tabulares
y grdficas) en Excel para resolver el pro-

blema (figura 3).

FIGURA 3 ¢ Andlisis de casos particulares para el
punto P.
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Partiendo de esta grifica, los estudian-
tes construyeron, usando Excel, una tabla
para organizar los datos (figura 4).

FIGURA 4  Cdlculo de la longitud del cable para

varios casos.

B3 Microsoft Excel - Librol

J@ Archivo Edicién Ver Insertar Formato Herramientas Datos Ventana 2 A

J Arial ‘ €5
2B
I [
AT G A S e )| o = |
1| AP PC BP PD BP+PD
[ 0 10 3/ 11,1803399 14,1803399

En la primera columna pusieron un
valor de AP igual a cero. Para construir la
segunda columna (el valor de PC), escri-
bieron la férmula siguiente:

=10- A2

Esto constituye una representacion, en
el lenguaje de Excel, de que la distancia
entre los dos postes es 10 m.

Para construir la tercera y cuarta co-
lumnas (los valores de BPy PD respecti-
vamente), emplearon el teorema de Pitd-
goras y escribieron las férmulas siguientes:

=RAIZ(9+A2"2)
=RAIZ(25+B2"2)

Estas expresiones representan los valo-
res de las hipotenusas de los tridngulos
rectdngulos PABy PCD.

Los valores de la quinta columna re-
presentan la longitud total del cable y los
estudiantes emplearon la expresién:

=C2+D2

Con la informacién anterior resulté
sencillo completar la tabla (figura 5).
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FIGURA 5 e Cdlculos de la longitud del cable
para una particién entera del segmento que une
los postes.

Microsoft Excel - Libro1

J@ Archivo Edicion Ver Insertar Formato Herramientas Datos Yentana 2 Acr
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707106781
6,40312424
5,83095189

BP+PD
14,1803399
134579078
13,0395324

12,844966
12,8102497
129020197
13,1113282

13 446725

=1

854400375 538516481
948683298 5,09901951
10,4403065 5

139291686
14 5858525
15,4403065

O Wom~NOOEWN = O
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Con esta particién del segmento AC, los
estudiantes observaron que la menor longi-
tud del cable era aproximadamente igual a
12.81 m y se da para AP = 4 m. Con el
propdsito de encontrar una mejor aproxi-
macién a la solucién, se dieron cuenta de
que era necesario refinar la particién alre-

dedor de la distancia AP = 4 m (figura 6).

FIGURA 6 ® Mejora de la particién: el uso de

nUmeros decimales.

B4 Microsoft Excel - Libro1

J@ Archivo Edicibn Yer Insertar Formato Herramientas Datos Ventana 2 A

| avial v10v|ll)l’§ﬂ|§ ‘€§
il
a7 v =| 3,74999999999998
A | B C D | E |
74| 372 6,28 477895386 8,02735324 128063071
75| 373 627 478674211 801953241 128062745
76 374 626 479453356 801171642 12806255
77 375 625 480234318 8 12 3052435l
78 376 6,24 4381015592 799609905 12806255
79| 377 6,23 481797675 798829769 128062744
80 378 6,22 482580563 798050124 128063069

En la tabla observaron que la longitud
minima se encuentra en un valor cercano
a AP = 3.75 m. En este acercamiento, los
estudiantes emplearon la idea de varia-
cién mediante procesos de refinacién de
la particién del segmento que une los dos
postes. Lo importante en esta idea es que
los alumnos observaron que era necesa-
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rio considerar nimeros decimales para
obtener una mejor aproximacién. Los
ingredientes fundamentales de este
modelo de pensar el problema incluyen
la seleccién de casos particulares (distin-
tas posiciones para P), el refinamiento
de la particién, el empleo de la tabla y el
uso de la herramienta, en este caso la
hoja de célculo.

Una aproximacién visual

Después de que los estudiantes genera-
ron la tabla anterior, construyeron la
grifica correspondiente y observaron que
mientras mds acercaban el punto a cual-
quiera de los postes, la longitud total del
cable aumentaba. Observaron también
que cuando el punto estaba a 3.75 m del
poste mds corto, la longitud total del ca-
ble alcanzaba su minimo valor (figura 7).

FIGURA 7 e Representacién visual de la longitud
del cable.

14,

144=
138
13,671
13,4
13,2

13
128
12,6
124

Him

Una pregunta que surgi6 de esta ima-
gen visual del problema fue: ;cudndo o
bajo qué condiciones el punto medio del
segmento determina la minima cantidad
de cable? Los alumnos argumentaron que
cuando la longitud de los postes era la
misma, entonces el punto medio del seg-
mento nos da la minima longitud de
cable, y cuando la longitud de los postes
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no era la misma, entonces el punto po-
drfa ser localizado hacia el lado del poste
de menor longitud.

Otra forma en que los estudiantes res-
pondieron incluye la grifica de la funcién
que relaciona valores del segmento APy
la longitud correspondiente (figura 8).

FIGURA 8 e Representacién gréfica de la
variacién del cable en funcién de la ubicacién

del punto sobre la linea que une los postes.

12,85
12,844\ 7
12,84 Py
12,835 Z
12,50 N #
12,825 \ £
12,82 o
12,81 NS Pl

12,81 \—W/
12,805

12,8 . . . . . .

3 325 3,5 375 4 425 45

Se debe resaltar que en este proceso
de refinacién de la particién del segmen-
to de 10 m de longitud, los estudiantes
vieron la necesidad de pasar de una
representacién discreta de los datos a
una representacion continua de los mis-
mos.

Aproximacién algebraica combinada
con el uso de la calculadora

Los estudiantes reconocieron que una
parte importante en la bisqueda de la
longitud del cable para cada punto es
identificar que existen dos tridngulos rec-
tdngulos involucrados en la situacién.
También observaron que el punto P divi-
de el segmento que une los dos postes en
dos segmentos que son lados de dos tridn-
gulos rectdngulos. Con base en la figura
9, propusieron encontrar la expresion
general para la longitud del cable.
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FIGURA 9 ¢ Uso de lenguaije algebraico.

P
10 m

Los estudiantes expresaron la hipote-
nusa de cada tridngulo rectdngulo como
Vo y 25401027 | respectivamente,
y la longitud total del cable como la
suma de esas dos expresiones. Esto es,
I(x) = Ax* +9 + 25+ (10— x)? ;Cémo podemos
encontrar el minimo valor de /(x) en esta
expresion?, ;podemos graficar esta fun-
cién? Con la ayuda de una calculadora,
obtuvieron la gréfica e identificaron el
valor de /(x) que nos da el minimo valor

de (figura 10).

FIGURA 10 e Representacién gréfica y localiza-

cién de la longitud minima del cable.

aE

Minimum
XCi3.7D
MAIN FAD ALTO

yc: 12,8062
FUNC

Otros estudiantes pensaron en el uso
de conceptos del cdlculo para encontrar el
minimo valor de /(x) (figura 11). Algunos
emplearon la calculadora para encontrar
el punto donde /(x) alcanza dicho valor.
Al emplear este instrumento, enfrentaron
el problema de decidir las dimensiones
apropiadas de la “ventana” para que la gré-
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fica pudiese mostrar los aspectos relevan-
tes en el comportamiento de la funcién.

FIGURA 11 e Uso de la calculadora para realizar
operaciones y determinar el punto donde el cable

c1|cqnzc| e| menor VGlOI'.

Al aetralcotc|other Prontolcean us| |

-%[sz vo+[25+(10- )2

x =10 + X
Ix2-20.x+125 [xZ+9
'solve[ x- 10 = =0,x
IxZ-20.x+125 [xZ+9
x=15/4

20*x+125))+x/(~[(x"2+9)) 0. x>

MﬁIN FUNC 30730

Otros estudiantes recurrieron a proce-
dimientos algebraicos para determinar el
valor de x en el cual /(x) alcanzara su
minimo valor. La primera meta fue el
encontrar la derivada de /(x) y determinar
cudndo esa derivada es cero. Simbélica-
mente, esto signiﬁca que:

)= 10-x) x1’25+(l() x)> - (10 - x)\/xz+970
. -\/x +9 st+(10 x)? 37925+ (10— x)

= leg5+ (l()—x)ZJ= (lO—x)chz +9:
<> 25x* =9(10 —Jc)Z
esta ultima ecuacién se transforma en:

16x* +180x -900 = 0 )

Ahora, dividiendo ambos lados entre
4, tenemos que:

4x% +45x-225=0

Usando la férmula general para resol-
ver la ecuacién cuadritica tenemos que:
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Lo 45=457 4164225
8
4524573742737 05°

8
_-45:5+30+16
=
-45+5 3
8
-45+75
8

Durante este procedimiento algebraico
fue evidente que los estudiantes tuvieron
la oportunidad de usar una serie de pro-
piedades de nimeros reales, que les per-
mitié transformar y determinar los valores
correspondientes. Este aspecto es un in-
grediente fundamental en el desarrollo de
la competencia matemdtica de los estu-
diantes y se complementa con el procedi-
miento donde se emplea la calculadora.

Es importante mencionar que el mo-
delo de pensamiento que se refleja en este
acercamiento es bdsicamente algebraico.
Aqui hay una representacién general de la
ubicacién del punto P sobre el segmento
y se establece una expresion que describe
la longitud del cable. La calculadora les
ayuda a visualizar el comportamiento de
la funcién. Ademds, funciona como un
monitor para aquellos que emplearon
procedimientos algebraicos para encon-
trar la solucién del problema. Al realizar
las operaciones algebraicas los estudiantes
también tienen oportunidad de apreciar
el potencial del empleo de las propieda-
des de los nimeros que tienden a reducir
la complejidad de los cdlculos.

Aproximacion geométrica

Otro método sugerido por el maestro
fue examinar el caso en el cual un poste
se ve reflejado en una linea vertical res-
pecto al segmento que une los dos pos-
tes (figura 12).
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FIGURA 12 e Reflejo del punto C sobre la linea
AB.

Los estudiantes reconocieron que en
este caso el segmento ED que intersecta al
segmento AB en el punto P es la minima
longitud de cable. Ellos argumentaron
que cualquier otro punto diferente como
P, generarfa un tridngulo £P’D en el cual
la suma de EP’y P’D serfa siempre mds

larga que ED (figura 13).

FIGURA 13 e Se argumenta que el segmento ED

es la minima distancia.
D

;Cémo podemos determinar la longi-
tud total del cable? Los estudiantes iden-
tificaron un tridngulo rectdngulo (figura
14) en el cual nuevamente la hipotenusa
era la longitud total del cable. Esto es,

ED =107+ 8 =164 =12.8062
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FIGURA 14 e Uso del teorema de Pitégoras para

encontrar la distancia ED.

Otros estudiantes decidieron encontrar
la distancia entre el punto A y el punto P.
Para ello, introdujeron un sistema de coor-
denadas usando como origen el punto A
(figura 15). Entonces encontraron la ecua-
cién de la recta DE que pasa por el punto
E (0 3) y tiene pendiente 5. Esto es,
"5 y cuando y=0, ellos reportaron que
la d1stanc1a entre AP era =.

FIGURA 15 e Introduccién de un sistema de coor-

denadas para encontrar la distancia AP.

Algunos estudiantes mencionaron que
los tridngulos APE 'y BPD eran semejan-
tes. Consecuentemente, los lados corres-
pondientes eran proporcionales, esto es

3775, que conduce a =3,

33
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Los ingredientes fundamentales de este
modelo de pensamiento involucran las
propiedades de la reflexién de segmentos
y uso de relaciones entre tridngulos (se-
mejanza y congruencia). Ademds, aqui el
estudiante tiene la oportunidad de iden-
tificar la importancia de un sistema de re-
ferencia y emplear conceptos bdsicos que
describen propiedades de la linea recta.

Aproximacién dindmica: dos casos

1. Otra aproximacién que los estudiantes
mostraron mientras resolvieron el pro-
blema fue mediante el uso de un sofi-
ware dindmico. Esto les permitié de-
terminar grificamente la relacién entre
la distancia APy la longitud total del
cable (CP + PD). Moviendo el punto
P alo largo del segmento AB se genera
una grdfica del comportamiento de la
longitud total del cable. Es importante
mencionar que el soffware permite ge-
nerar una tabla que incluya algunos
valores de la distancia CP y el valor
correspondiente de CP + PD.

En este caso, el reporte de los estu-
diantes fue una aproximacién de la
minima longitud del cable, es decir,
12.81 cm, que corresponde a una dis-
tancia AP=3.7cm (figura 16). En este
proceso, los estudiantes exploraron el
comportamiento del 4drea generada por
los dos tridngulos cuando P se mueve
a lo largo del segmento AB. Se sor-
prendieron al ver que la grifica de la
suma de esas dos dreas era el segmento
mostrado en la figura.

. Otro acercamiento de los estudiantes
se relaciona con la identificacién de
una familia de elipses. Es importante
mencionar que el software dindmico
permite explorar comportamiento de
distintas relaciones de manera simple.

PERFILES

EDUCATIVOS



Herramientas tecnolégicas en el desarrollo de sistemos...

M. Santos y D. Benitez (2003), vol. XXV, nm. 100, pp. 23-41

FIGURA 16 e Representacién dindmica que incluye la representacién del problema,

la gréfica y un cuadro.

D

CP+PD= 12.81 cm /

PD= 8.02cm

CP= 4.79cm

AP=3.73cm 10

Por ejemplo, al observar la representa-
cién del problema los estudiantes sugi-
rieron explorar el comportamiento de
la suma BP + PD=MN para un valor
determinado del segmento MN (figu-
ras 17y 18).

FIGURA 17 e Se conecta el problema

original con la definicién de la elipse.

La manera como realizaron la cons-
truccién de esta familia de elipses se des-
cribe en los siguientes pasos:

a) Primero se construye el segmento AC
y los segmentos ABy CD perpendicu-
lares a AC'y con las medidas del pro-
blema. Se identifica un punto P sobre
el segmento AC.

(3.73, 12.81)

AP CP+PD
1 2.87 12.86
2 3.33 12.82
3 3.73 12.81
4 4.23 12.82
5 4.63 12.85
6 4.90 12.89
7 5.30 12.95

b) Se construye un segmento MN, cuya
medida es BP + PD = MN. Se ubica
un punto Q sobre MN.

¢) Con centro en By radio MQ se traza
una circunferencia. Con centro en D'y
radio QN se traza otra circunferencia.
Se pide el lugar geométrico de las in-
tersecciones de estas circunferencias
cuando el punto Q se mueve a lo largo
del segmento MN.

FIGURA 18 e Construccién de una familia

de elipses.

Se ha encontrado una familia de elip-
ses. Sin embargo, la solucién es aquella en
la cual MN sea el minimo; la medida del
segmento MN no puede ser cero porque
representa la longitud del cable. Para en-
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contrar esta solucidn, se arrastra el punto
. que pasa por Ay Ces una secante. Sea Q
segmento AC sea tangente a la elipse (figu-
. mentos BQ y DQ, se encuentran los pun-
. tos Ry S, que son las intersecciones de la
. elipse original con estos segmentos. Bajo
. estas condiciones, se cumple que: BQ >
- BRy DQ > DS, con lo cual se tiene que
- BQ+DQ>BR+ DS (a).

P hasta encontrar un lugar en el cual el
ra, 19).

FIGURA 19 e Identificacién de la solucién del

problema.

e )

|
\ V4
\ L A s
\. A y N 7(, _/,_/
S P

. oz

M Q N

macién de que la elipse tangente al seg-

las siguientes consideraciones:

FIGURA 20 e Se justifica la solucién.
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puntos By D, de tal manera que la linea

un punto sobre tal elipse. Se trazan los seg-

Utilizando la desigualdad del triangu-

lar en los tridngulos BQS y DRQ, se
- tiene: BS + SQ > BR + RQ (b); DR + RQ
- >DS+8Q (0.

A partir de estas dos tltimas desigual-

dades se concluye que: BS + DR > BR +
- DS (d).

Recordemos que los puntos R y §

- estdn sobre la elipse; por ello se satisfacen

Un aspecto importante aquf fue la
necesidad de que los estudiantes constru-
yeran un argumento para apoyar la afir-
© (d), se tiene:
mento AC era la que interesaba en la
solucién del problema. Durante la discu-
sién de todo el grupo y con la gufa del
maestro, se planted un argumento desde

la desigualdad (a) se obtiene:

las siguientes igualdades: BR + DR = ky
BS'y SD = k, siendo k una constante. Uti-
lizando estas igualdades en la expresién

BS + DR > £ (e)

Sumando BS + DR en ambos lados de

BQ+ DQ + (BS + DR) > 2k (f)

De las desigualdades (e) y (f) se puede

- concluir que:

BQ+DQ>k

Lo cual prueba que la minima longi-

tud de cable se da cuando el segmento
- AC es tangente a la elipse.

En la figura 20 se identifican los pos-
tes y una elipse, de tal manera que el seg-
mento AC es tangente a ella en el punto
P. Consideremos otro elemento de la fa-
milia de elipses que tienen focos en los

35

Aqui es importante sefialar que el mo-
delo que emplean los estudiantes para
abordar el problema se basa en el diseno
de una construccién dindmica del proble-
ma. En particular se destaca la relacién
funcional entre la longitud del segmento
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y la del cable sin el empleo de un lengua-
je simbélico. Ademds, el software les per-
mite explorar familia de casos fdcilmente
y establecer ciertas conjeturas que después
tienen que ser sustentadas. Se resalta la
necesidad de plantear un argumento que
le dé racionalidad a sus observaciones o

conjeturas.
Extension 1

En la discusién de las cualidades de los dis-
tintos acercamientos, un estudiante pre-
gunté acerca del punto de interseccion
entre los cables si ahora se unfan de los
extremos a las bases opuestas. El problema
a explorar quedd en los siguientes términos:

Suponiendo que la longitud de los postes es 2
y by que la distancia entre ellos es 4. Los ca-
bles estdn ahora atados desde el extremo supe-
rior de cada poste hasta la base del poste
opuesto. La interseccidn de los cables es el
punto P. ;Cudl es la altura de ese punto de in-
terseccién con respecto a la linea que une

ambos postes?

Cuando los estudiantes discutieron en
el grupo los aspectos importantes de cada
forma de resolver este problema, resulté
natural pensar en un caso en general, en
el cual estos nimeros particulares usados
para los postes, y la distancia entre ellos
fueran reemplazados por cualquier canti-
dad. En este proceso fue relevante identi-
ficar relaciones entre tridngulos semejan-
tes (figura 20).

Partiendo de la representacidn, el obje-
tivo era encontrar la longitud del segmen-
to QP En la figura se observé que la recta
EF es paralela a AB'y que los tridngulos
AQPy PFC eran semejantes. Los tridngu-
los EDP y PQB también fueron identi-
ficados como semejantes. Las siguientes
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FIGURA 20 ¢ Una extensién y el caso general.

operaciones aparecieron en la solucién
del problema:

Si AQ es x, QP es h, entonces tenemos
que:

==
>

]
>

esto implica que
_dxn
b

X

Andlogamente, de los tridngulos EDP
y FQB tenemos que:
h

a-h

% d-x

de la cual tenemos que:

axd-dxh
X =—
a

De las dos expresiones anteriores tene-

mos que:

dxh axd-dxh
b a

Esto es,

_axbxd axb
- d(a+h)_a+h

Para el caso en particular cuando a =

3,b=>5yd-=10, entonces h = 15/8.
Extension 2

Los estudiantes observaron que los acer-
camientos geométricos y dindmicos no
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involucraron procedimientos algebraicos
para encontrar la solucién. Aqui, el maes-
tro propuso el problema siguiente:

Sea C un punto en el interior de un
dngulo dado. Encontrar los puntos Ay B
sobre lados del dngulo tales que el peri-
metro del tridngulo ABC sea minimo
(figura 21).

FIGURA 21 e Exploracién de relaciones

y conexiones con el problema original.

FIGURA 22 e Relacién con el problema

inicial.

P(AABC)= 9.04cm
OA= 6.20/cm

Ry . BQ
P

R'

A"
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La idea inicial fue tratar de relacionar
este problema con el que habfan estado
trabajando. Con la ayuda del software
dindmico, los estudiantes empezaron a
construir la representacién del problema
y eventualmente identificaron la relacién
con el problema inicial (figura 22).

Las ideas fundamentales se describen a
continuacion:

1) Sean los rayos OR'y OR’con un pun-
to comtn O, y C un punto en el inte-
rior del dngulo ROR’

2) La meta inicial es encontrar la longi-
tud minima desde el punto C a cual-
quier lado del dngulo. Asi, desde el
punto C se traza una perpendicular a
cualquiera de los rayos. Por ejemplo,
desde C se traza una recta perpendicu-
lar al rayo ORY; esta recta corta a OR’
en Q. Ahora, sobre el rayo OR se toma
un punto A cualquiera y desde A se
traza una perpendicular al rayo OR’.
Esta perpendicular corta al rayo OR’
en P

3) En esta construccidn se reconoce que
los segmentos AP y CQson los postes
del problema anterior unidos por PQ.
Asi, para encontrar el punto B sobre
PQ para que la distancia AB + BC sea
minima se procede de manera similar
a uno de los acercamientos del pro-
blema anterior. Se construye A’, el
punto simétrico de A respecto a P. Al
unir el punto A’ con el punto C se
obtiene el punto B (punto de inter-
seccion del segmento PQ con AC) y
es el punto que determina la menor
distancia para AB + BC.

4) Se observa que al mover el punto A
sobre el rayo OR se genera una familia
de tridngulos. Asi, para cada distancia
OA existe un tridngulo con cierto peri-
metro y para determinar el de menor

PERFILES

EDUCATIVOS



Herramientas tecnolégicas en el desarrollo de sistemos...

perimetro de toda esa familia se dibuja
la grdfica que asocia a cada punto A
del rayo R con su perimetro correspon-
diente (utilizando el comando Locus).
Se observa que para un valor del seg-
mento OA igual a 6.20 le corresponde
el de menor perimetro igual a 9.04.

En la figura 23 se observa que cuando
se realiza una construccién semejante
pero ahora la perpendicular se traza del
punto Cal rayo OR, se obtiene la misma
solucién.

FIGURA 23 e Se verifica la solucién

al problema.
- 570
C
% P(AABC)= 9.04 om
P(ACBA)="-9,04cm
Ry e
! .
=
0 X
Conexiones

En la parte final de la sesién, el maestro
propuso el siguiente problema:

Sean 71y T2 dos trenes que viajan en
sentidos opuestos por vias paralelas (figu-
ra 24). Los trenes parten simultdneamen-
te de dos ciudades A y B que estdn a una
distancia de 10 millas. El tren 77 viaja a
una velocidad de 3mi/h, mientras que el

38
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tren 72 viaja a Smi/h. ;A qué distancia
respecto a la ciudad A se encontrardn los
trenes?, scudnto tiempo transcurre hasta
que los trenes se encuentran?

FIGURA 24  Representacién geométrica.

T

La idea central era contestar las pre-
guntas anteriormente planteadas y tratar
de encontrar la conexién de este nuevo
problema con el originalmente planteado.

Los estudiantes construyeron sobre un
segmento AB, dos puntos 77y 72 con la
condicién que si 77 recorre una distangia
x, el punto 72 recorrerd una distancia 3.

En la siguiente grdfica, el punto P re-
presenta la distancia recorrida por el tren
T1 para un tiempo # mientras que el
punto Q representa la distancia recorrida
por el tren 72 en el mismo tiempo .

Para encontrar la distancia recorrida y
el tiempo que transcurre hasta que los
trenes se encuentran, los estudiantes
arrastraron el punto 77 y observaron la
huella de los puntos Py Q. La solucién
del problema son los puntos de corte de
las dos rectas (figura 25).

FIGURA 25 @ Solucién dindmica.

3,75 cm B

s
(125:0 00)
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Fue importante observar que al final
de las sesiones los estudiantes trataron de
analizar y encontrar el sentido a los pro-
blemas en términos del empleo de la tec-
nologia, en especial mediante las repre-
sentaciones generadas con el soffware
dindmico.

Cualidades matemdticas de los modelos
de solucién empleados por los estudiantes

El contenido inicial que examinaron los
estudiantes por medio de sus aproxima-
ciones en este problema fue el concepto
de variacién. Sin embargo, en el desarro-
llo de los distintos métodos de solucién
aparecen contenidos que comtiinmente se
asocian con otras disciplinas como geo-
metrfa euclidiana, analitica y dlgebra. Es-
to refuerza la idea de que hay que romper
con la visién de pensar la educacién de
los estudiantes en términos de materias
bien definidas. En su lugar, los alumnos
pueden emplear conceptos e ideas de
varias disciplinas, no sélo en la solucién
de un problema, sino en la organizacién
y seleccién de los contenidos en general.
Ademis de estudiar distintos contenidos,
es importante que los estudiantes desarro-
llen estrategias que les permitan
representar, analizar, interpretar y comu-
nicar resultados. Cada representacién
que aparecid en el tratamiento del pro-
blema inicial posee importantes cualida-
des matemdticas. Por ejemplo, el empleo
de una tabla para presentar diferentes cir-
cunstancias es una estrategia poderosa
para introducir la idea de aproximacién
y limite. Los estudiantes que inicialmen-
te identificaron ejemplos de dos enteros
cuya suma es 10 para calcular los diferen-
tes valores de la longitud del cable, pos-
teriormente se dieron cuenta de que esas
operaciones pueden ser resueltas también
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con la ayuda de Excel. En ese momento,
ellos propusieron no sélo nimeros deci-
males, sino que introdujeron un camino
sistemdtico para organizar los datos. El
trabajar con distintas formas de repre-
sentacién de los ndmeros (decimales o ra-
cionales) ofrece ciertas ventajas en el en-
tendimiento de relaciones y resultados
(Santos, 2002).

El proceso de graficar los datos de una
tabla permitié a los estudiantes visualizar
el comportamiento de la longitud del ca-
ble. En particular, observaron que cuan-
do el punto P estd mds cerca de uno de
los postes, la longitud total del cable au-
menta. Aqui descubrieron que la longitud
de los postes era relevante para encontrar
la localizacién del punto P Por ejemplo,
reconocieron que cuando los postes tie-
nen la misma longitud, entonces la longi-
tud total del cable alcanza su minimo
valor en el punto medio del segmento
que los une. Fue evidente que no sola-
mente estuvieron interesados en encon-
trar la respuesta del problema, sino en
explorar otros posibles casos.

Durante la aproximacién de la tabla,
identificaron ideas que fueron necesarias
para expresar la longitud del cable en tér-
minos de informacién dada. Por ejemplo,
reconocieron que existian dos tridngulos
rectdngulos de los cuales se podia calcular
sus lados correspondientes y que la longi-
tud del cable era la suma de sus dos hipo-
tenusas.

Los estudiantes que se enfocaron en
encontrar una funcidn que expresara la
longitud total del cable en términos de la
distancia x, eventualmente daban una
férmula. El uso de una calculadora resul-
té importante para graficar la funcién y
para encontrar la minima longitud del
cable, asi como para encontrar la deriva-
da de dicha funcién.
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La aproximacién geométrica fue tam-
bién importante para relacionar este pro-
blema con diferentes lineas de contenido
que incluyen tridngulos rectdngulos, sis-
tema de coordenadas cartesianas, ecuacién
de una recta, tridngulos semejantes, la
definicién de elipse, la ecuacién cuadrdti-
ca, ¢l teorema de Pitdgoras y la conexién
con problemas de fisica. Los estudiantes
reconocieron que dibujar el reflejo de uno
de los postes fue una estrategia poderosa
para resolver el problema.

La aproximacién dindmica ofrecié a
los alumnos la oportunidad de explorar
directamente qué pasa con la longitud del
cable cuando el punto P se mueve a lo
largo del segmento. Ademds, construye-
ron una tabla en la que se mostraban los
valores de la distancia desde un poste
hasta el punto P y su correspondiente
longitud de cable. La principal diferencia
entre esta representacion y la obtenida
con la calculadora es que los estudiantes
pudieron realmente construir la represen-
tacién del problema con la ayuda de un
software dindmico, y ademds desplazar la
localizacién del punto para observar su
comportamiento; en cambio, con la cal-
culadora la gréfica se obtenfa directamen-
te. El empleo del software dindmico no
s6lo les permite explorar relaciones, sino
también construir su propio repertorio de
resultados matemdticos (Santos y Espino-
sa, 2002). Resulta evidente que el empleo
de distintas herramientas ofrece ciertas
ventajas en el proceso de trabajar con los
problemas. Aqui es necesario que los es-
tudiantes tengan acceso directo al empleo
de estas herramientas y posteriormente
contrasten las cualidades matemdticas que
emergen en sus procesos de solucién. Es
decir, en lugar de adoptar el uso de una
sola herramienta es importante que el
alumno se acostumbre a la tarea de poder
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seleccionar varias alternativas que le per-
mitan explorar distintos enfoques o dngu-
los del problema en estudio.

OBSERVACIONES FINALES

Cuando en los ambientes de aprendizaje
se valora la participacién de los estudian-
tes y explicitamente se reconoce la impor-
tancia de buscar distintas formas de resol-
ver problemas, se observa que éstos
desarrollan una disposicién hacia la cons-
truccidn de distintos modelos de pensa-
miento. En este camino, para ellos es un
reto importante generar representaciones
multiples de los problemas que les ayu-
den a detectar y explorar formas diferen-
tes de solucidn. Algunos problemas que
aparecen con frecuencia en los libros de
texto regulares pueden ser tomados como
la plataforma que motive a los estudian-
tes a practicar actividades propias del
quehacer matemdtico.

En las diferentes aproximaciones a la
solucién del problema discutido en este
articulo resultd evidente que el uso de la
tecnologfa:

* Posibilita la utilizacién de imdgenes
visuales de las ideas matemdticas y per-
mite a los estudiantes observar com-
portamientos o relaciones importantes
en el problema.

* Duede facilitar la organizacién y el and-
lisis de datos, y realizar cémputos efi-
cazmente y con precision.

* Puede ayudar a expresar los datos en
diferentes sistemas de representacién
(tabulares, grificos y analiticos). Como
consecuencia, resulta una herramienta
poderosa para establecer conexiones
entre diferentes 4reas de las matemdti-
cas (geometria, cdlculo, dlgebra y arit-
mética).
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Estos elementos son ingredientes bdsi-
cos que permiten a los estudiantes mani-
festar y refinar sus propios modelos, que
ulteriormente se transforman en herra-
mientas poderosas para buscar extensio-
nes y posibles conexiones entre distintos
contenidos de la disciplina.
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NOTAS

1. Este problema se le atribuye a Heron de Alejandria y en
algunos textos aparece como: “Sean A y B dos puntos
dados sobre el mismo lado de una recta L. Encontrar un
punto D sobre L tal que la suma de las distancias del pun-
to A al punto D y del punto D a B sea la minima”.
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