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INTRODUCCION!

El creciente interés por el estudio del desarrollo profesional docente en el
campo de las matematicas, en especifico en la region de Latinoamérica
(Cabrera, 2014; Lezamay Mariscal, 2008; Montiel, 2009; Pochuluy Rodriguez,
2012; Soto, 2015, entre otros) configura el contexto que sustenta este articulo.
Todas las propuestas persiguen un objetivo claro: la mejora en la accion de
educar matematicamente, de diferentes maneras y en diferentes regiones.

La articulacion entre lo que piensan y lo que hacen en las aulas los pro-
fesores como caracterizacion de las creencias docentes, segtin Pajares (1992),
permite posicionarnos y distinguirnos: por nuestra parte, no nos propusi-
mos modificar creencias, sino que nos planteamos un objetivo de interven-
cion préctica donde los profesores vivieran una nueva relacion con el conoci-
miento matemdtico y una nueva manera de significarlo (dotar de significado
al objeto), que les permitiera, a partir de la reflexion, consolidar en la accién
las innovaciones que quisieran construir. Propusimos, explicitamente, nue-
vas maneras de hacer, y no de creer. Si este hecho modifica sus creencias o no,
dependerd de cada uno de los profesores y por tanto no fue nuestro objeto
de estudio. Esto surge en virtud de que, como senalan Lezama y Mariscal
(2008), debemos preguntarnos sobre como generar confianza y autonomia
que les permita, desde su propia iniciativa, arriesgarse a la innovacion y que
sea parte de su identidad profesional y contribuya, en palabras de Llinares
(2013), a “mirar profesionalmente”. Todo esto, tal como lo plantea Montiel
(2009), refiere a preguntarse sobre la transformacion de la practica docente
que se llevaria a cabo mediante la resignificacion de la matematica escolar.
Entonces, a partir de la reflexion que realiza Pozo (2012) sobre la necesidad
de trabajar con la gestion y la relacion con el conocimiento matematico
(tema que Ponte et al., 2013, estudian desde el analisis de la conduccion de
discusiones colectivas en la clase de matemética) proponemos y estudiamos,
por nuestra parte, una alternativa para atender al planteamiento establecido
como un proceso precedente a la actividad dulica: el crecimiento profesional
docente autonomo como parte de la prictica profesional.

En particular, al hablar de desarrollo profesional docente nos referire-
mos a la postura de Ponte (1998), a saber: plantear actividades como pro-
yectos, cambios de experiencias, lecturas, reflexiones; considerar un
movimiento de “dentro hacia fuera’, es decir, tomar en cuenta lo que los
profesores quieren hacer y llevar a la préctica, poniendo atencion a sus po-
tencialidades, mds alld del senalamiento de sus falencias; incorporar los
aspectos cognitivos, afectivos y relacionales del profesor; consolidar la con-
sideracion de la teorfa y la practica de manera integra. A partir de ello se
desea lograr, entre otras, la elaboracion de un producto final que represente
una intervencion teoricamente fundamentada, en la practica.

1 La autora desea agradecer a la cultura del estado de Oaxaca, a Ley, a Miguel, a Benja y
atodas y todos los colegas estudiantes de la MEMES. Oaxaca es una region que sabe lo
que quiere y, desde hace muchos anos, se ha propuesto realizar una transformacion co-
lectiva para un impacto social. En el 2012, coincidimos y empezamos a avanzar juntos.
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Asi, apoyandonos en los estudios de Montiel (2009) y Lezama y Mariscal
(2008), teorizamos y proponemos a la problematizacion de la matematica es-
colar (PME) como un recurso que abre una nueva postura frente al fenomeno
del desarrollo profesional docente: cuestionaremos, propondremos accio-
nes, evidenciaremos transformacion de la practica bajo la concepcion de que
es la PME nuestro cimiento de partida. En sintesis, si pretendemos mejorar la
educacion matematica, suponemos indispensable considerar al saber mate-
maticoy, en particular, su problematizacion, para hacer una inmersion y una
propuesta de accion sobre el desarrollo profesional docente. Nuestra pro-
puesta apuntd a lo que hoy podemos enunciar tedricamente como el cambio
de relacion con el conocimiento matematico escolar (Reyes-Gasperini, 2016).

En este articulo se explicard como se confecciono el dispositivo de in-
tervencion, los sustentos tedricos y sus propositos, a partir de un ejemplo
del desarrollo del pensamiento proporcional, para cerrar con la evidencia
de los logros obtenidos con las y los entusiastas profesores oaxaquenos de
nivel secundario que conformaron la primera y la segunda generacion del
programa de Maestria en la Ensenanza de la Matematicas en la Educacion
Secundaria (MEMES) del Instituto Estatal de Educacion Publica de Oaxaca.
Dicha maestria se imparte desde la Coordinacion General de Educacion
Basicay Normal, Departamento de Formaciony Actualizacion de Docentes
de la Escuela Normal Superior Federal de Oaxaca.

LA PROPUESTA DE INNOVACION

El contexto sobre el cual se trabajo esta propuesta (detallado en el articulo
de Javier Lezama de este mismo ntimero especial), precisaba de la consi-
deracion del contexto de los estudiantes, a través de sus profesores. Las y
los profesores oaxaquenos trabajarian de manera que, al concluir, pudieran
realizar situaciones de aprendizaje contextualizadas con base en quienes
aprenden. Para ello, se buscarfan practicas socialmente compartidas, en-
tendidas como acciones intencionadas, normadas culturalmente, en las
distintas regiones del estado de Oaxaca.

Entonces, ;cdmo se organizo esta estrategia de intervencion? Se traba-
jo con el desarrollo de los siguientes estilos de pensamiento matemético:
pensamiento proporcional, pensamiento trigonométrico, pensamiento y
lenguaje variacional, pensamiento exponencial y pensamiento funcional
propio del precalculo. En cada uno de ellos se problematizo la matemati-
ca escolar; este proceso se consideréd como un recurso para confrontar y
desafiar la matemdtica escolar en los sistemas educativos, en contextos de
significancia diferentes.

Para promover la problematizaciéon de la matematica escolar de los
pensamientos mencionados, cada uno de los responsables de los semina-
rios realizé una problematizacion del saber matematico, es decir, un estu-
dio a profundidad que permiti6 hacer del saber un problema a través de
las cuatro dimensiones del saber que estudia la teorfa socioepistemoldgica
(Cantoral, 2013): social, epistemoldgica, cognitiva y didactica, localizando y
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Figura 1. Seminarios de desarrollo del pensamiento
matematico de la MEMES
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Fuente: elaboracion propia.

analizando su uso y su razén de ser, es decir, el estudio de la naturaleza del
saber de manera sistémica.

La PME propicia un cambio de relacion con el conocimiento mate-
matico escolar (Reyes-Gasperini, 2016; Reyes-Gasperini y Cantoral, 2014;
Reyes-Gasperini y Cantoral, en prensa; Reyes-Gasperini et al., 2014), donde
la nueva relacion, sustentada en précticas, genera una nueva dindmica para
los profesores, ya sea en su gestion dulica —tareas encaminadas mediante
situaciones de aprendizaje con contexto de significancia y situacional es-
pecificos—, en los aspectos actitudinales y psicologicos —generacion de
confianza, motivacion e iniciativa de innovacion— (Lee y Nie, 2014), asi
como en su practica profesional —incorporacion a una comunidad espe-
cifica que le permite ser parte de un colectivo transformador, con base en
un modelo radical del empoderamiento, que se sustenta en las teorfas de
transformacion social cuyo objetivo fundamental es la emancipacion indi-
vidual y colectiva— (Bacqué y Biewener, 2015).

La propuesta: desde el individuo,

pasando por lo colectivo, hacia lo social

El dispositivo de intervencion precisa de la accion individual, parte del co-
lectivo y pretende un impacto social. En términos de Bacqué y Biewener
(2015), se reconocen tres dimensiones o etapas del empoderamiento, a
saber:

Etapa individual o interior: designa el proceso que permite a cada indi-
viduo desarrollar una “consciencia critica” y su capacidad de accion. Esta
pasa por la construccion de una imagen positiva de si, por la adquisiciéon
de conocimientos y competencias que favorecen una comprension critica
de su medio ambiente, por el desarrollo de recursos individuales y por la
elaboracion de estrategias para alcanzar objetivos personales y colectivos;

Etapa interpersonal, organizacional o colectiva: designa el desarrollo de la
capacidad de “actuar con” y de “actuar sobre”;
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Etapa politica o social: plantea la cuestion de la transformacién de la so-
ciedad en su conjunto, a través de la accién colectiva (Bacqué y Biewener,
2015: 41).

El dispositivo propuesto parti6 de las fortalezas de los interactuantes;
de este modo se promovi6 la idea de una imagen positiva de si mismos.
En el trabajo con profesores la etapa individual se considera indispensable,
a la vez que se trata de una decision personal. Los procesos de desarrollo
profesional docente ofrecidos contemplan la aceptacion y deseo de perma-
nencia por parte de los participantes. Notese que las autoras caracterizan
a la etapa colectiva como incluyente en la etapa social. La trascendencia de
la organizacion colectiva proviene del impacto social. Este tltimo, en pala-
bras simples, es el objetivo de la propuesta: transformar la accion de educar
matemdticamente a través del colectivo docente.

Saber matemadtico culto, técnico y popular
En diferentes articulos previos empezamos haciendo la siguiente distin-
cion: la teoria socioepistemoldgica establece una clara diferencia entre tres
areas, Matematica, matematica escolar y matemdtica educativa. La primera
es una rama del campo cientifico que produce conocimiento matematico
con criterios de verdad y la desarrollan comunidades internacionales; la
segunda es un derivado de los procesos de transposicion diddctica de la
primera; la tercera es otro campo disciplinar cientifico que estudia los fe-
nomenos didacticos ligados al conocimiento matematico (Cantoral, 2013).
Desde la socioepistemologia se concibe, ademds, que el saber es el cono-
cimiento en uso. Por tanto, examinamos el saber popular, técnico y culto,
ya que las culturas, las disciplinas cientificas en general y la Matematica, en
particular, usan al conocimiento matematico de diferentes maneras. Todas
ellas —igualmente importantes— conforman la sabiduria humana. Es im-
portante aclarar la relevancia de hablar de la sabiduria humana como la
fusion entre los tres tipos de saberes, ya que, por ejemplo, lo que hoy se con-
cibe como saber culto hace unos aios no lo era, o bien, dentro de unos anos
no lo serd. Lo mismo ocurre con el saber técnico o popular. Por tal motivo,
la trascendencia de los estudios socioepistemoldgicos radica en la flexibi-
lidad en la articulacién que le da operatividad a la fusion entre el saber sa-
bio, culto y popular. En particular, en el caso oaxaqueno, este hecho fue de
suma relevancia dada la fuerza cultural y el camulo de conocimientos que
tiene la region, y cuya explicitacion se vio como una necesidad desde que se
comenz6 a trabajar con el grupo.

El discurso matemdtico escolar (AME)

La matemética que vive en el sistema escolar es producto de una transposi-
cion diddctica que lleva al saber sabio, al saber ensenado (Chevallard, 1999);
es decir, la obra matematica sufre modificaciones adaptativas progresivas
con el fin de seleccionar, organizar y estructurar los conocimientos ma-
temdticos que serdn incluidos en las unidades tematicas de la escuela y la
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universidad (matemdtica escolar). Asimismo, se sabe que los procesos de
ensenanza y de aprendizaje que se articulan a los curriculos de matematica
de los sistemas educativos, se suelen centrar en el tratamiento de los objetos
matematicos formales mas que en la construccion social del conocimiento
matematico por parte del estudiante; es decir, se entiende a la matemética
escolar como un cimulo de objetos abstractos o definiciones, anteriores
por tanto a la praxis social y, en consecuencia, externas al individuo, en
donde el profesor comunica o reproduce de la mejor manera posible lo que
el curriculo indica, en varias ocasiones carente de significado tanto para el
estudiante como para el profesor.

A diferencia de la creencia generalizada de que la matemdtica escolar,
como estructura objetivable del dME, es un ente que no puede alterarse, es
evidente que si es accesible a modificaciones; sin embargo, cualquiera sea
su modificacion, nunca perderd su estatus normativo y hegemonico. Por
este motivo es que se propone una constante revision y modificacion que
promueva el aprendizaje basado en el uso de las matematicas. Una carac-
terizacion del dME que para la comunidad de matematicos educativos es
de gran importancia fue la realizada por Soto (2010), ya que sintetizo teéri-
camente los estudios realizados durante dos décadas respecto a este cons-
tructo que uso la teorfa para evolucionar en la investigacion. En su estudio
enuncia lo siguiente: “El dME es caracterizado como un sistema de razén
SR, que excluye a los actores del sistema didéctico (estudiantes y docentes)
de la construccién del conocimiento matematico a través de una violencia
simbodlica VS~ (Soto, 2010: 91).

Reinterpretamos de esta caracterizacion, y en particular, de la investiga-
cion completa de la autora, que una vez realizada la sintesis tedrica respecto
al dME se despersonifica el problema del proceso de ensenanza —donde los
responsables eran los docentes— o del proceso de aprendizaje —responsa-
bilizando a los estudiantes— para hablar de un problema focalizado en el
propio conocimiento matematico escolar.

El r-Redisefio del discurso matemdtico escolar
En la actualidad, aceptamos que el dME excluye la construccion del cono-
cimiento matematico ya que sus lineamientos y fundamentos estan regi-
dos sobre las caracterizaciones de atomizacion de los conceptos, caracter
hegemonico, caracter utilitario, falta de marcos de referencia, y también
por considerar que la matematica es un conocimiento acabado y continuo
(Soto y Cantoral, 2014). Por este motivo, la teorfa socioepistemoldgica ha
planteado desde sus inicios la necesidad de un r-Rediseno del discurso ma-
tematico escolar (rdME y RAME).

Hablar de r-Rediseno del dME tiene una doble acepcion (Cantoral, 2013):

« rediseno del discurso matematico escolar (rdME): refiere a la ela-
boracion de propuestas de ensenanza basadas en una epistemologia
renovada, que serd palpable en situaciones de aprendizaje llevadas
al aula por los docentes. Aqui estan las estructuras objetivables del
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dME: libros de texto, curriculo, programas de estudio, evaluaciones
nacionales, entre otras.

+ Rediseno del discurso matematico escolar (RAME): refiere a una
ruptura de orden epistemoldgico que precisa de un nuevo paradig-
ma respecto al saber matematico, cuya transicion se ha estructura-
do con base en los principios de la teoria socioepistemoldgica. Los
elementos principales son: caracter funcional, racionalidades con-
textualizadas, validacion de saberes (conocimientos construidos) y
pluralidad de précticas de referencia para la resignificacion.

Entonces, en contraposicion —no como dicotomia, sino como diver-
gencia— a “la matematica escolar” que vive en —y gracias al— discurso ma-
temditico escolar (AME), que se centra en los objetos mateméticos (definicio-
nes, procesos, algoritmos...), se trabajo con el “saber matematico escolar”
centrado en las practicas asociadas a los objetos para promover un rediseno
del dME. Esta distincion hace de la socioepistemologia una teoria alternati-
va para fundamentar los objetivos de la maestria que la ENSFO (Oaxaca) se
estaba proponiendo.

La divergencia entre ambas visiones se clarifica cuando alcanzamos la
nocion de “saber matematico escolar” como objeto de ensenanza y apren-
dizaje, cuya construccion se sustenta en la vision alternativa de la evolucion
pragmatica. Anos atras hemos establecido esta diferencia desde la teoria
socioepistemoldgica, haciendo mencion de la matematica y lo matematico,
como, por ejemplo: la trigonometria y lo trigonométrico (Montiel, 2011); la
variacion y lo variacional (Caballero, 2012; Cantoral, 1990; Cabrera, 2009);
la periodicidad y lo periédico (Buendia, 2010); el logaritmo y lo logaritmico
(Ferrari y Farfdn, 2010); entre muchos otros. Es decir, lo que durante anos
se ha denominado tedricamente como el transito del conocimiento al sa-
ber, como sintetizo Cantoral (2013), se hizo explicito en la diferenciacion
semdntica de las terminologias para con el conocimiento matematico: el lo
y el la, no son solo retorica.

La nocion de aprendizaje desde la teoria socioepistemoldgica

Dada esta nueva relacion con el conocimiento matematico, tendremos una
caracterizacion alternativa para la nocion de aprendizaje. Esta se refiere al
proceso de adquisicion del conocimiento (de algo), ya sea a través del estu-
dio y/o de la experiencia. En el drea de matematicas y, en particular, desde
la postura socioepistemoldgica, diferenciamos entre el aprendizaje de la
matemdtica escolar y el aprendizaje del saber matematico escolar.

El proceso de aprendizaje de la matemdtica escolar (la matematica) refiere
alasignificacion de conceptos abstractos, dosificados al nivel escolar de ense-
nanza. Una de las maneras disponibles para abordar la significacion se basa
en la teorfa de los registros semiéticos de representacion: el cambio de repre-
sentaciones o simbolos serd, entonces, la base del aprendizaje. Sobre ello, ob-
servamos dos dificultades: por un lado, la confusion de que la representacion
es el “nuevo meta objeto” (D’Amore et al., 2015) y, por el otro, que, aunque se
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tenga una correcta transicion entre las representaciones y un conocimiento
de ellas, todavia asi puede no encontrarse significado para “la vida del estu-
diante”. Sin embargo, reconocemos una ventaja, pues este tipo de aprendizaje
apartir de las distintas representaciones permitird, posteriormente, aplicar el
nuevo conocimiento adquirido a diversos problemas matematicos escolares
y darles la solucién correspondiente.

El proceso de aprendizaje de la matematica escolar tiene sus inicios en
unaensenanzay unaprendizaje basados en objetos que seaplicaran,a poste-
rioridad, en tareas que tengan un contexto situacional determinado (Fig. 2).
Es decir, se explicard de la mejor manera posible un topico matematico y,
mds tarde, se aplicara este conocimiento aprendido en alguna situacion de
la vida real. La matematica escolar tiene una racionalidad universal que
lleva a que las respuestas matemdticamente correctas habitualmente sean
unicas. Esto permite una clara delimitacion entre lo que estd bien'y lo que
estd mal, por tanto, agiliza y hace concreta la actividad de evaluar. En otras
palabras, el dME enuncia lo que esta fuera y dentro de la actividad matema-
tica (Soto y Cantoral, 2014).

Figura 2. Aprendizaje centrado en objetos

a través
de PERSONAS

OBJETOS

APRENDIZAJE

Aplicar correctamente los

PRACTICA objetos matematicos en

se aplica en Contexto situaciones contextualizadas
situacional

Fuente: elaboracion propia.

Por otro lado, el proceso de aprendizaje del saber matemético escolar
(Fig. 3) desde la teoria socioepistemoldgica de la matematica educativa re-
fiere a la significacion situada de los objetos matematicos mediante el uso
(lo matematico). Lo que hago construye conocimiento y desarrolla el pen-
samiento matematico. En lo que hago, aprendo. La garantia del aprendizaje
no refiere, inicamente, a la correcta aplicacion del conocimiento aprendi-
do, sino a la habilidad de significar al objeto matematico mediante los usos
del conocimiento, es decir, a partir de lo que hago puedo darle significados
al conocimiento matematico abstracto. Diremos, entonces, que las perso-
nas saben matemadticas, en tanto evaluacion, si pueden ponerla en uso den-
troy fuera de la clase de matematicas, dentro y fuera de la escuela (no basta
resolver tareas tipicamente escolares mediante técnicas mds o menos sofis-
ticadas). Si pueden usarla, aun antes de conocer su estructura axiomdtica
formal, de esta manera estardn desarrollando su pensamiento matematico.
Se pretende darle el estatus de saber al conocimiento matemadtico escolar,
es decir, hacerlo funcional y dotarlo de significado mediante el uso, por
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Figura 3. Aprendizaje centrado en practicas
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Fuente: elaboracion propia.

encima de la resolucion de tareas de la matemética escolar. De aqui nuestra
concepcion de la resignificacion del conocimiento matemético: dar nuevos
significados progresivamente.

Un programa basado en practicas conlleva a una reestructuracion de la
nocion de aprendizaje, la cual se sustenta en una racionalidad contextua-
lizada y una vision socioepistemologica del conocimiento matemético. Un
programa de este tipo precisara de una red de reestructuraciones que acom-
panen la evolucion. Una de ellas son las situaciones de aprendizaje: herra-
mientas didacticas sustentadas en prdcticas. Las y los profesores oaxaquenos
se encargaron de disenar este tipo de situaciones durante su maestria.

LA AUTONOMIA: DE ESTUDIANTES DE MAESTRIA A TUTORES

El episodio que vamos a mostrar a continuacion tiene como protagonis-
tas a Rebeca, Oscar y las y los profesores de la segunda generacion de la
MEMES. Oscar y Rebeca fueron seleccionados por su disposicion e interac-
ciones con la tutora del seminario de desarrollo del pensamiento propor-
cional, para formar parte de las tutorfas de la segunda generacion. Si bien el
trabajo que realizamos (de aproximadamente cien horas reloj) y su analisis
ha sido presentado en ocho episodios, mostraremos aqui una seccion de un
episodio (el segundo, en particular) para evidenciar el tipo de interacciones
provocados y las reflexiones alcanzadas (Reyes-Gasperini, 2016).

Tutores: Rebeca y Oscar

Rebeca y Oscar son, como dijimos, estudiantes de la primera generacion
de la MEMES, destacados por sus reflexiones y su disposicion a ser parte del
proceso como tutores. Ella es licenciada en Matematicas, con 17 anos de ex-
periencia docente. Su inquietud mayor siempre fue entender cémo piensan
las personas. El es licenciado en Ciencias dela Computacion y en Educacion
Secundaria con especialidad en matematicas. Profesor de matemdticas en
una comunidad de Oaxaca desde hace once anos. Ambos son los primeros
profesionistas de sus familias, que provienen de zonas de trabajo humilde
o marginal. Son miembros de un cuerpo docente que creé un programa
alternativo de educacion, pues no aceptaban la imposicion de un curriculo
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federal. Como profesores destinaron casi la mitad de sus sabados, durante
mds de dos anos, al trabajo en la maestria. Una vez realizada la maestria
dedicaron varias semanas de trabajo intenso para ser tutores de una nueva
generacion de la maestria. Son profesionistas de la educacion que llevan la
bandera de la transformacion y que no aceptan cualquier oferta.

Contexto: trabajo colectivo

Con Rebeca y Oscar se trabajo durante un mes en jornadas intensas —los
fines de semana y entre semana cuando terminaban sus clases—, para pre-
parar lo que seria el seminario sobre el desarrollo del pensamiento propor-
cional titulado: de la proporcionalidad a lo proporcional. Ellos vivencia-
ron la tarea de resolver las actividades que estaban disenadas, a la vez que
plantearon como redisenarlas para trabajar con los colegas de la segunda
generacion. Su mision era llevar a cabo las interacciones para promover la
problematizacion de la matematica escolar.

El episodio: el plan de clases - la razén como cociente incremental

El episodio consta de un primer acontecimiento en el cual Rebeca propone
discutir un plan de clase que se relaciona con la nocién de semejanza re-
visada en un encuentro anterior. Esta seccion tiene como objetivo proble-
matizar la matematica escolar relativa a lo proporcional. Posteriormente,
se promueve la interaccion con los miembros de la segunda generacion de
la MEMES, cuyo objetivo es promover la problematizacion. Se desarrolla la
discusion, contextualizada en la propia matemdtica, sobre la nocién de ra-
z6n como cociente incremental.

Acontecimiento A: razén como invariante

A partir de una tarea especifica en el contexto propiamente matematico de
la graficacion, se desarrolla la diferencia entre la razon entre las variables y
la razén entre las diferencias de las variables. Es decir, la diferencia entre la
constante de proporcionalidad (Z = k) y la pendiente de la recta (m = 22=2)
. . (DY _ y2-y1\% . L x2x
olarazén de cambio (E = E) Se trabaja con unaactividad de un plan de

clase que se enuncia a continuacion para comprender la discusion:

Se quiere ampliar una fotografia cuyas medidas son 4 cm de largo por 2 cm de
ancho, de tal manera que el homélogo del lado que mide 4 cm, mida 7 cmen la
fotografia ampliada, scudnto deberd medir el otro lado?

CONTENIDO: 9.1.2: construccion de figuras congruentes o semejantes (tridngu-
los, cuadrados y rectdngulos) y andlisis de sus propiedades.

INTENCIONES DIDACTICAS: que los alumnos verifiquen que los vértices de
rectingulos semejantes que tienen un vértice comun, son colineales.

« CONSIGNA: en equipos resuelvan el siguiente problema.
Tracenlos rectangulos que muestran el tamano delas fotogratias dela sesion
anterior sobre el siguiente plano cartesiano, ubicando uno de sus vértices en
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el origen de éste y tracen otros dos rectangulos semejantes a los dos prime-
ros, de manera que coincidan con el punto (0,0). Expliquen como pueden
saber que los dos ultimos rectangulos son semejantes a los primeros.

35

« CONSIDERACIONES PREVIAS:
Es probable que los alumnos justifiquen la semejanza estableciendo la ra-
z6n entre los lados de los rectdngulos dibujados; sin embargo, también se
les puede preguntar qué se observa con respecto a los vértices que no estan
sobre los ejes del plano y establecer que todos ellos quedan sobre una recta,
por lo que son colineales.

También se puede concluir que los segmentos paralelos entre dos lineas
secantes son proporcionales; en este caso las secantes son x (eje horizontal)
y m (linea) que une los vértices de los rectingulos (teorema de Thales).

Figura 4. La imagen del plan de clase

m

Fuente: elaboracion propia.

Se comienza con la Seccion 1: la razén de las diferencias y la razon de las
magnitudes donde se analizard a Oscar y Rebeca construyendo la idea de
la razén de las diferencias para analizar aquello que se mantiene constante
masalld de la razon delas variables; para luego pasar ala Seccion 2: linealidad
y proporcionalidad, donde se estudiara el trabajo con los estudiantes (profe-
sores) confrontando la idea de que, aunque una relacion no sea proporcio-
nal, pero lineal, hay algo que se mantiene constante: la razén de cambio.

A. Seccidn 1: la razdn de las diferencias y la razén de las magnitudes
Con el plan de clase en mano, se comenzo a cuestionarlo. Rebeca lee la con-

signay afirma:
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Rebeca: Y aquite va dando la idea de homotecia, ;no? Para que llegue hasta este
punto, pero ya no es el mismo rectangulo.

La primera observacion es que “no es el mismo rectdangulo”, basada en
argumentos intuitivos de coincidencia de forma.

Rebeca: ;T crees que sea el concepto de linealidad también?
Oscar: Yo creo quesi. Eso es lo que puse.
Rebeca:  Concepto delinealidad, ;la pendiente de una recta?

Oscar:  Ajd, que es la misma razén. Tenemos que ver de qué se dan cuenta los
alumnos, ;de lalinea?, ;de la razon?

Se observa una relacion directa entre las nociones de razon, constante
de proporcionalidad y pendiente de una recta que, desde la previa proble-
matizacion del saber matematico, como se dijo en el apartado de la pro-
puesta de innovacion, es importante distinguirlas de la siguiente manera:

y Y2—N1 Ay
m=- m=——- m=—

x X2 — X1 Ax
Constante Pendiente Razon de cambio

Rebeca: Delarazony delasemejanza, ;no?

Oscar:  Dela semejanza.
Rebeca:  No creo que lleguen al pensamiento de la recta.

Oscar: O decir “ah mira, aqui todas quedan sobre la linea”.
Rebeca: Y que unan los puntos. Pero para decir que son jcolineales?

Oscar:  No creo. Creo que si, eh, creo que si. Con otras palabras. Digo porque
hasta yo, pues, no dije colineales, dije que estin sobre la misma linea.
Entonces, pero... eso y que digamos, que pensemos que digan que son
semejantes, que tienen los mismos dngulos si es que tienen fresco tratar
con lo de la semejanza, yo soy malo para eso. Lo que no creo es que de in-
mediato den la raz6n, aunque se den cuenta que esa linea que vieron es la
razon, es la pendiente. O sea, si van a ver la linea, yo creo que es lo primero
que van a ver, ya si ponen atencion. .. van a ver que son semejantes.

La discusion planteada entre Oscar y Rebeca pone en discusion la
necesidad o no de la nomenclatura de los conceptos matematicos en los
comienzos de la explicacion. En este caso, la idea de colinealidad y “estar
sobre la misma linea” parecieran poder trabajarse de la misma manera, con
el fin de que la precision no deba sentirse como una obligacién sino como
una necesidad.

Cuando Oscar dice “hasta yo, pues, no dije colineales, dije que estan
sobre la misma linea”, es para nosotros muestra de la importancia de que
los profesores vivan la situacion de aprendizaje, pues desde su propio cues-
tionamiento de la matematica escolar, surgen aspectos sobre la diddctica de
la matematica especifica.
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Rebeca:  Bueno cuando lo viylo hicimos en el salén, lo unico que pude identi-
ficar fue que con eso daba algtin principio de la semejanza que era que
sus angulos fueran iguales, y creia que eso iba a ser, que sus angulos
eran iguales, un principio de la semejanza. Y que sus lados iban a ser
diferentes. Eso es lo tinico que observé. Y ahorita, platicando con Oscar,
le digo que ya no... que el pensamiento de linealidad y la pendiente de
la recta. Bueno, yo ahora puedo ver eso que antes no vefa. Antes vefa que
establecian y dejaban bien claro ese principio de la semejanza [se refiere al
de los angulos].

Rebeca hace un analisis critico de su actividad dulica de un periodo
anterior a nuestros encuentros, donde reflexiona sobre la confrontaciéon
de las interacciones con sus estudiantes antes de la problematizacion de la
matematica escolar, con las que podria provocar después de ella. Este es un
ejemplo palpable de que, aunque se realice un rediseno de las estructuras
objetivables, como libros de texto, programas, orientaciones diddcticas y
demas, si no se acompana con procesos de desarrollo profesional docente,
los cambios quedaran en los papeles, pero no en los hechos, sea cual fuere
el enfoque tedrico de dichos disefos.

Se retoma el enunciado de la tarea que refiere al teorema de Thales y se
pregunta “sse fijaron la grafica que dibujan ellos?” (Fig. 4).

Daniela: ;Qué tiene de particular?

Oscar:  Que puede llegar a confundir sobre proporcionalidad, o sea... Porque esa
razon se dice que son proporcionales [se interpreta que estd refiriéndose
ayentrex] y... pero aquila estdn sacando del origen, no vaa pasar por el
origen esa linea.

Daniela: ;Y entonces?

Oscar:  Tal vez en ese momento no haya ningtin conflicto, pero se estan dando
cuenta, posiblemente, que si se mantiene una razén de cambio, un cam-
bio proporcional en las figuras, en el momento que quieran llevarlo eso al
plano cartesiano, ellos habran visto que podia darse, este cambio, sin que
esa linea pase por el origen. Creo que me estoy expresando mal.

Si bien la explicacion de Oscar no es “transparente”, puede interpretarse
que estd explicando, por la negativa, la necesidad de que la grafica dela fun-
cién proporcional sea una recta que pase por el origen: “un cambio propor-
cional en las figuras.... ellos habran visto que podia darse sin que esa linea
pase por el origen” y este hecho les generaria confusion. Recordemos que se
estd retomando la idea de las fotografias que se amplian de manera propor-
cional. El cambio proporcional es resultado de la relacion de los lados de la
foto que mantienen la misma razén, pero en la grafica se comete el error de
sacarla del origen, lo cual cancela el invariante de la relacion.

Adviértase que, si la relacion no fuese sustentada en la contextualidad
y en la funcionalidad, nuestra afirmacion podria considerarse incompleta
o erronea, dado que toda funcion lineal (proporcional y no proporcional)
mantiene su razén de cambio constante; sin embargo, en el contexto es-
pecifico de esta tarea, desde el comienzo se hace referencia a que la razon
entre los lados de la fotografia debe ser constante.
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Alanalizar la grafica Rebeca afirma: “Pues que es una constante de pro-
porcionalidad y que vana... que vaaumentando como de.... elaumento es el
mismo, si y que no cambia”. Se interpreta que la idea de que “el aumento es el
mismo” estd centrada en un razonamiento aditivo simple, lo cual Oscar re-
futa asegurando que eso llevara a los estudiantes a pensamientos erréneos.

Oscar: Yo vi primero aqui en la linea que no es proporcional. Ya tal vez me estoy
adelantando y pensando que como no pasa por el origen no va a ser pro-
porcional. Pero, ademds, decia yo, cuando empez6 a explicar que, sisele
sumaba pues no, no se va a dar. Porque si mide 1y 4, suponiendo, le sumo
1 deambos lados, en un lado meto el cien por ciento, bueno la razon serfa 2
y del otro lado serfa aumentd un 25 por ciento, la razon seria 1 sobre 25...

Daniela: ;1 sobre 25?
Oscar:  Punto cinco, la mitad, punto 25.
Daniela: Punto 25, 25 sobre 100.

Oscar:  Eso, aument6 25 por ciento, entonces no es proporcional. Y nos lleva
auna idea equivocada con los alumnos, el pensar que si le aumenta-
mos la misma cantidad a una figura de los dos lados es un incremento
proporcional, lo vaa confundir precisamente que no es lo mismo cudnto
aumenta a la forma en que aumenta.

Oscar usa dos ideas distintas para el aumento de cada uno de los lados.
Para el primero, asegura que aumenta un 100 por ciento y por eso la razén
es 2 (2 es a 1), mientras que, para el segundo, dice que aumenta un 25 por
ciento y que la razén es 0.25. Si la razén fuera 0.25 la imagen deberia redu-
cirse, por lo cual, 0.25 no es la razén, sino que deberia ser 1.25. Sin embargo,
él se enfoca en cdmo fue el aumento para cada uno de los lados, y dado
que 100 por ciento no es lo mismo que 25 por ciento, concluye que no es un
aumento proporcional. De esta manera argumenta por qué no puede decir
que “si sumo lo mismo de ambos lados” el aumento es proporcional.

Se profundiza la explicacion con Rebeca sobre esta diferencia de las su-
mas y se pregunta sobre cual es la relacion que si se mantiene constante, ya
comentada por Rebeca (razon de cambio).

Oscar:  Elhecho de que se le vaya sumando uno nada mds. Eso se mantiene cons-
tante, pero no es la razon [esta hablando de la razon entre las variables].

Daniela: ~ Si. Ahora. Si podemos ver una relacion, si ustedes anulan esta parte [parte
azul delaimagen].

1

5 1 3

Rebeca:  Eltridngulo, jno?
Oscar:  Ah, sf. Pasarfa por el origen que intersecta a la recta.
Rebeca:  Este angulo es constante [senala el dngulo de inclinacion de la rectal.
Daniela: Y larelacién entre el lado de abajo... [refiere al incremento en x|
Rebeca: Y eldeacd [refiere al incremento en y].
Daniela:  Claro, esa relacion también se mantiene constante.

Oscar:  Ahora esa confusion es de los docentes también [risas).
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Al “recorrer el eje de las y” se arman nuevas relaciones entre los seg-
mentos y se observa que la razén de cambio, aunque no pase la recta por el
origen, si se mantiene constante. Se da el ejemplo del taxi donde lo que se
mantiene constante es el valor de la ficha, aunque el banderazo se sume sélo
al comienzo, alo cual Rebeca agrega:

Rebeca:  Entonces es una recta y = mx mds algo.

Daniela: Exacto, y = mx+ b. Entonces, lo que no puede ocurrir es que su razon,
entre el valor de y, en esta funcién el valor de y es y = mx + b. Las fun-
ciones de proporcionalidad son del tipo y = mx;, entonces 7 es igual ala
constante. Pero y = mx+b...

Oscar:  Afin.

Daniela: No vasa poder conseguir una constante, la relacion entre esta variable y
esta variable no va a ser constante.

Oscar:  Eso me costd mucho entenderlo. Es que lalinea sigue. .. su pendiente
sigue igual, entonces no cambia, es constante pensaba yo, pero no con-
sideraba el hecho de que... veia igual que pasara por el origen, pero es la
misma pendiente, pero no.

Oscar pone en palabras lo que para nosotros es la base fundamental
de los conflictos con la linealidad y la proporcionalidad: para toda funcion
lineal hay algo que se mantiene constante y es su razon de cambio, lo que
se ve como la pendiente, pero solo para la lineal proporcional, también es
invariante la raz6n entre sus variables.

Daniela:  Pero fijate, su pendiente se mantiene constante. O sea, su pendiente si es
constante.

Oscar: Lo que difiere es el banderazo, lo que me cobran.

Daniela: ~ Claro, lo que difiere es el banderazo. A lo que tenemos que llegar es a
explicar por qué la relacion de proporcionalidad, si su relacion entre las
variables es constante, acd no. O sea, hay algo proporcional, si, pero aca
no es constante. Pero jque si es constante?

Rebeca:  Elincremento.

Daniela:  Exactamente, la relacion: lo que crece.

Rebeca hace una aportacion fundamental para esta tarea y para el desa-
rrollo del trabajo: lo que se mantiene constante es el incremento (razén de
cambio). Entonces, al haber trabajado con la idea de que la proporcionali-
dad estd relacionada con la nocion de “cémo crece” y cuya respuesta podria
ser “de manera constante”, ahora vamos a poner en duda esa nocion, pues
el aumento constante (razén de cambio) no garantiza la razon invariante
entre sus variables (constante de proporcionalidad).

Surge la dificultad de observar las diferencias (y, —y; 0 x, —x;) 0 la
razon entre esas diferencias (2-2)

xXp=x1/"
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Rebeca:

Pero los incrementos, aqui se mantienen constantes. .. cuatro, cuatro...
aqui es cuatro, ;no?

Oscar: Si.

Rebeca:  Aqui también es cuatro. ..

Oscar:  Porque es la pendiente, sno? Es ésta [apoya una pluma sobre la recta para
mostrar la pendiente] y esa si se mantiene constante. Porque estds sacan-
do eso del y, de los incrementos, eso de y; - y;, sobre x; — ...

Rebeca: Y aqui mira, spor qué este es igual y esos son diferentes? Aqui es constan-

te... ;ya viste? Pero aqui no, las diferencias no son constantes, dirias ta, la
pendiente si, pero las diferencias no.

Hasta aqui se hace evidente que las diferencias no son constantes, en-
tonces Daniela interviene y afirma “las diferencias no son constantes...
spero?”, a lo cual Rebeca afirma, “pero sus incrementos si”, este hecho es
ejemplo de la necesidad de pasar del comportamiento de la variable, al
comportamiento de la relacion.

A continuacion se observa, en la Fig. 5, la idea de las diferencias y sus
razones:

Figura 5. Imagen del pizarrén donde anotan los incrementos
(izquierda). Reconstruccion del pizarréon (derecha)

. — 9
% ths L
- al I i 6 2 Az
1 — Ay A
E = | — y
. .
Jl.. Ax
# # | -’
=1 e —
——ann
i - I —
5 N Y T A
. o X
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Xl XZ
Ax=Xx,- x,=0.5

Fuente: elaboracion propia.

Rebeca:  1.5-1yaquiseria0.5. O puedo escribir que de acd a acd es el incremento
de x; yaqui puedo decir que es el incremento de x,, podria decir el incre-
mento de x, menos el incremento de x;, me vaadar 0.5.

Daniela: Enrealidad, es... un incremento es una diferencia.... T aqui dirfas, éste
esx, [senala 1.5].

Rebeca:  Ah,si, este es x; [senala 1].

Daniela: Ok, y ;cudl es el incremento?

Rebeca:  Elincremento de xes 0.5.
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En este caso era necesario hacer una aclaracion sobre el vocabulario
matemdtico, ya que estaba siendo empleado de manera incorrecta. Notese
que el cuestionamiento del discurso hablado aparece cuando podria gene-
rar confusion dentro de la disciplina y no cuando se considera como utili-
zacion de un vocabulario informal.

Daniela:  Va, ;y donde se ve enla grifica?

Rebeca:  Esla diferencia.

Daniela: ;Ddnde estd esa diferencia?

Rebeca:  Podria pensar que estd acd [senala sobre el eje y].
Oscar:  Aqui estd [sefala la distancia entre 1y 1.5].

Daniela:  Six; es todo esto [senala el segmento de 0 a x,], menos x| que es todo esto
[senala el segmento de 0 a xy], ;qué me queda?

Rebeca:  Ese pedacito [senala el incremento en xJ.
Daniela: Va.Y el incremento de y, ;como lo ves?
Rebeca: Deacdaacd, que seria y;.

Daniela: Ok

Rebeca:  Entonces, el incremento de y seria y, - y;. Es este pedazo que ves de acd a
acd.

Daniela:  Fijate, este pedacito lo puedes llevar hasta acd.

Rebeca:  Si, yéste ylo puedo llevar hastaacd... Ah, ahoraya entendilo de las
diferencias.

La graficacion se convierte en un marco de referencia donde significan
las formulas que se presentan en la matematica escolar. Con la ayuda de
la representacion grafica de la funcion se confronta la idea de las diferen-
cias y los incrementos: al observar donde es que se puede asegurar que la
razon de cambio es constante, se percibe la razon de las diferencias y a la
vez, de manera gréfica, se identifica la pendiente. La grafica no es la re-pre-
sentacion (del volver a presentar), sino es un espacio de construccion de
conocimiento.

Se hacen varios ejemplos para comprender como visualizar en el grafi-
co laidea de los incrementos.

Figura 6. Visualizacion de Ay. En orden indica: y,, y1,
la diferencia, y el correspondiente en otra abscisa

Fuente: trabajo realizado por Oscar en una sesién presencial.
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Hubo dificultad en la interpretacion de que la razon de las diferencias es
la que se mantiene constante y no las propias diferencias. Este hecho puede
considerarse indicio de la necesidad de profundizar en ello. A esta altura,
Daniela hace la siguiente intervencion:

Oscar:

Daniela:

Entonces en todos los tridngulos que tenemos ahi, todos los tridngulos
son proporcionales, semejantes.

Fijense. La relacion entre las diferencias es constante. Las “diferencias”

es preguntarnos “cuanto cambia’, ;no? Entre éste y éste, ;qué pasé?,
scuanto cambia? Y después lo restamos, encontramos las diferencias.

Y mi relacion, en este caso, va a ser una razon. .. ;Cudnto cambia? Es el
incremento, Ay e Ax. Y jcudl es el nombre que nosotros le damos también
ala pendiente? Razon de cambio, entonces, eso es la relacion entre los
cambios. ;Quiénes son los cambios? Ay y Ax. Entonces la razén de cambio
significa la relacion entre estos cambios (Ay y Ax) que, aunque esté en una
recta que no pase por el origen, se mantiene constante. ;Pero qué es lo que
no se mantiene?

Oscar afirma que los “tridngulos” que se forman entre los incrementos
son semejantes; inferimos de ello la idea de la pendiente como invariante.
Luego, se discute como puede interpretarse la idea de “razén de cambio”,
siendo la razon un tipo de relacion especifica y el cambio trabajado como
los incrementos tanto en x como en y. A continuacion, se discute sobre cud-
les relaciones se mantienen constantes y cuéles no.

Oscar:

Daniela:

Oscar:
Daniela:
Oscar:

Daniela:

Oscar:

Daniela:

Oscar:
Daniela:

Oscar:

Las diferencias son las que no se mantienen constantes. Ahi es -2, ahi
es 3,ahies -8... eso es lo que no se mantiene constante, pero la razon de
cambio si.

;Qué es lo que nos garantizaba que fuera de proporcionalidad en una
tabla de valores?

Que larazén de cambio fuera constante. .. larazén... entrelas. ..
sQué pasaba siempre en esta funcion (y = kx)?
Que esa relacion se mantiene constante [sefiala }7; =k

Acd tengo que la raz6n de cambio se mantiene constante [indica una
funcion lineal no proporcional expresada en su manera tabular].

Pero no larazén entre xy y.

Entonces, laidea es, aunque mantenga la razén de cambio, la relacién
[razon] entre las magnitudes no se mantiene constante. Y la relacion entre
las magnitudes ;qué es? Nosotros podemos decir relacion lineal, relacién
cuadrdtica, relacion cubica. .. entonces podemos decir es una relacion
lineal, entonces la razon de cambio se mantiene constante. Pero mi pre-
guntaes... ;es de proporcionalidad o es afin? Porque si es de proporcio-
nalidad, ;qué va a pasar?

Se mantiene constante la relacion entre xy .
Sies afin, no se mantiene constante esa relacion, pero en ambos casos. ..

La razon de cambio se mantiene constante. Eso no lo habiamos visto. Esa
esla gran confusion de “pero eslinea”.
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A estaaltura, con ejemplos, contraejemplos y las interacciones donde la
razon se trabajo como comparacion y se construyeron distintas relaciones,
se comenzo a trabajar la diferencia entre linealidad y proporcionalidad,
desde la matemdtica formal, vista la linealidad como una funcion afin (con
ordenada al origen distinta de cero).

Concluida esta interaccion, se tomo la decision de incorporar la discu-
sion sobre este plan de clase para analizarlo en la sesion del seminario; fue
Rebeca quien guio la discusion.

A. Seccibn 2: linealidad y proporcionalidad
En la dltima sesion se dejo de tarea la revision del plan de clase. A conti-

nuaciéon mostramos (Fig. 7) lo que Rebeca habia preparado en su cuaderno
para discutir con los profesores de la segunda generacion:

Figura 7. Disefo de la tarea, segiin Rebeca,
a discutir con estudiantes (profesores)

Fuente: trabajo realizado por Rebeca de manera individual.

Si bien se pueden leer varias ideas en sus anotaciones, hay tres en par-
ticular de nuestro interés: “Actividad 2 = buscamos qué es lo que estamos
relacionando”; “tenemos que preguntarnos cémo aumenta. Actividad
FOTO — se preguntan como se agrandan” y la carencia de nimeros en su
grifico. Las tres muestran la relacion al saber, sustentada en la funcionali-
dad por parte de Rebeca, ya que en su planeacion, realizada sin supervision,
no utiliza nimeros y esta centrada en preguntas del tipo “relacion”. Esto es
evidencia de que la discusion que quiere emprender no tiene que ver con
el correcto proceder numérico, sino con la nocién fundamental de la pro-
porcionalidad: la relacion como razén invariante entre las magnitudes. Se
interpreta que el objetivo es mostrar la diferencia entre la razon constante
entre las variables (2 = k) y la razon constante entre las diferencias (222 = k).

Durante la clase, Rebeca plantea la situacion a discutir:
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Rebeca:  Cuando me dicen que los vértices que tengo... que si son suficientes los
argumentos de que “si uno los vértices colinealmente voy a tener siem-
pre... [voy a] establecer esa relacion de semejanza entre los tridngulos”.
Porque me da en este caso, y en las consideraciones previas me dan el
otro. Entonces voy a ver que no siempre se cumple. En este caso, que sean
semejantes estos tridngulos y en este caso si son semejantes, si puedo
decir lo mismo. Quiero ver si este rectingulo, si es semejante a éste y es
semejante a éste. Y si en el rectangulo rojo establezco la semejanza entre
los rectangulos, a partir de la colinealidad de mis puntos, de mis vértices.

Su planteamiento parece confuso, sin embargo, busca confrontar la
afirmacion sobre la colinealidad que garantiza la semejanza, retomando la
idea, expresada en el plan, que asegura que la union de los vértices colinea-
les establece una relacion de semejanza entre los rectingulos (Fig. 8).

Figura 8. Representacion del texto de Rebeca en la cartulina

0 1 2 3 /o 5 6 7

Fuente: elaboracién propia.

El:  Existe una proporcién directa en la proporcion entre los ejes equis
y ye, directa. En este caso, de 1 le corresponde 2, de 1a 2, también le
corresponde 2, de 2 a4 también le corresponde 2. Y en el otro caso no, de
4a5]ecorresponde... 5le corresponde a 2 y luego 6 le corresponde a 4.
Entonces, no hay una proporcion, porque si yo divido 2 entre 5 no es lo
mismo que 4 entre 6.

Rebeca: Laprimeraes 5 entre 2, 6/4 y 7/6.

E2: No se me mantiene constante.

En el contexto grafico los estudiantes (profesores) construyen la idea de
que la razon entre sus variables no es constante, aunque sin duda refiere a
una funcion lineal.

E3: A mimebrincaaqui una duda. Yo sabia que para que haya semejanza
los puntos son cortados por una diagonal, se llaman puntos colineales.
Deben ser que todos los puntos sean colineales en una recta y eso también
es semejanza. Pero aqui ya me estd. .. ya se me esta moviendo todo, ;no?
Yo tenia eso, pero ahorita se me estd moviendo. No encuentro la relacién
ahora, esa es mi duda.
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El estudiante E3 esta en el momento exacto para “aprender”, dado que
aquello que para €l era seguro, ahora se pone en duda mediante una situa-
cion particular. Lo que es expresado por E3 era el objetivo que se querfa
lograr con la tarea planteada.

Rebeca:  Por eso yo les preguntaba si era suficiente decir. .. jestablecer esa colinea-
lidad entre los vértices era suficiente para decir, para establecer ese crite-
rio de semejanza? Y aqui, puedo observar en éstos. .. aqui (y = 2x) hay una
colinealidad, pero también aqui (y = 2x - 8)y silo veo asi, como decia. .

E3:  Si, yo estoy viendo semejanza de los puntos colineales. Lo que pasa es que
aqui hay otros puntos colineales, entonces es este rectdngulo con este otro
y con este otro. Entonces desde ese punto de vista no son rectangulos.

Dada la observacion de E3, Rebeca explica de manera clara cual es la dis-
cusion que quiere llevar a cabo con el grupo sobre la suficiencia de la coli-
nealidad para hablar de semejanza. E3 expone nuevamente su postura de
que la semejanza se relaciona con la colinealidad y termina agregando la
justificacion de que “desde ese punto de vista no son rectdangulos”, alo cual,
una estudiante (profesora) lo confronta:

E2: Sime gustaria complementar lo que acaba de decir el companero. Si se
forman rectdngulos y van a seguir siendo tridngulos rectangulos, pero
la razon de éste entre éste [refiere al cociente incremental considerando
los puntos (5,2) y (0,0), 3% = =] no es la misma que éste [refiere al cociente
incremental considerando los puntos (6,4) y (0,0), 5 = 5], si observamos
aqui estd al doble [refiere al Ay que para los primeros puntos es 2 y para
los segundos es 4]. i, pero aqui ya no es, es lo que haciamos con el primer
ejercicio de las fotos ;si? Si la jalamos hacia un lado, y no le aumentamos
lo mismo, no va a ser proporcional, aunque estos puntos van a seguir
siendo rectangulos. Yo ahorita recordé esto porque asi lo maneja, cuando
nos dijeron que compardramos las situaciones. Primero estaba en la
misma idea, cuando iniciamos la clase, de cudles eran semejantes y no. Y
luego, cuando vimos las fotos y cuando empezamos a mezclar otro tipo
de informaciones y me voy a esto, pero el libro de texto que yo revisé,
porque yo doy terceros, también manejan lo mismo.

E2 retoma la reflexion cualitativa en un ambiente cuantitativo: la idea
que en el episodio anterior (no tratado en este articulo) era “jalar la foto”,
y que no se podia hacer porque desfiguraba la imagen, aqui refiere a que
el jalar la foto se transforma en hablar de incrementos y su razén, es decir,
del cociente incremental. Con esto, Rebeca logra confrontar la idea de la
constante de proporcionalidad con la idea de la razon entre las diferencias.

E3:  Conlo que dice E2,a mi me sigue quedando la duda. Son rectangulos,
,no? Entonces, son colineales. Entonces sahi no hay semejanza? [dibuja en
el pizarron rectangulos encimados].

E2:  Ahisi, porque coinciden todos sus vértices en el mismo punto. No... En
el centro.
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E3: Entonces, si hago yo... estoy asi, aqui estd tu cero [hace lo mismo que
hicimos en la Seccion 1 de “trasladar el eje y™ hasta la raiz de la otra recta]
O sea, nomas recorri el eje de las yes. Si estaba aqui lo recorri hacia acd.
Este es el eje de las yes, y aqui estd tu semejanza.

E2:  Si, pero tu, lo que acabas de decir ahi no coinciden todos en el centro. En
éste que estd aqui no coinciden como en ése. No coinciden en el centro
del rectdngulo.

E3:  Pero jestamos buscando la semejanza entre éste y éste? ;0 de éste con
éste?

Todos:  No, todo el rojo.

En este didlogo se evidencia la importancia de definir la referencia. Al
comparar las relaciones es necesario tener claro cudles son los segmentos
que se comparan. Nétese que hablamos de “segmentos”, pues los estudiantes
(profesores), cuando comparan con sus dedos, refieren a una razon de dife-
rencias, de segmentos o solo de niumeros dependiendo del tipo de argumen-
tacion, y cada uno de ellos tiene una interpretacion particular. Asimismo, lo
que se plantea es la necesidad de distinguir de manera precisa la referencia,
pues este hecho es el que provoca equivocaciones al comparar dos rectangu-
los que no deberian ser comparados.

El:  Pero sianalizamos mds alla del rectingulo como tal... éste es un cuadra-
do, éste es un rectangulo, éste es un cuadrado. .. pero si vamos mas alld
con el conocimiento y analizamos las propiedades de los cuadrilateros
dicen que su diagonal se corta en su punto medio. Entonces, si yo trazo
una diagonal acd se estd cortando en su punto medio. Y puedo afirmar
entonces que este tridngulo es semejante a éste. Por compartir una misma
diagonal puedo decir que el criterio lado-dngulo-lado, es congruente. Son
congruentes. Entonces, si es congruente este tridngulo con este triangulo.
Por lo tanto, también es congruente este triangulo con este triangulo. Por
lo tanto, puedo deducir que este triangulo es congruente. ..

Todos:  Semejantes.

El: Semejantes, semejantes, gracias. ;Por qué criterio? Porque simple-
mente comparten el mismo dngulo y este dngulo es igual a 90 grados,
dngulo-dngulo. Entonces puedo decir si es proporcional este rectangulo
con respecto a éste. Analizando el rectingulo desde el punto de vista
de la congruencia de tridngulos, de los criterios. Sin embargo, con este
rectangulo ya no [refiere al rectdngulo rojo]. Con este rectangulo ya no
es congruente, porque mira dénde estd la diagonal. Ya no se cortan en su
punto medio. Entonces, yo creo que si entran en juego otros conocimien-
tos y que al final de cuentas estamos hablando de otros criterios que me
pueden reafirmar el conocimiento matemdtico, tanto mio como el del
chamaco.

Dentro del contexto matemdtico, en particular el geométrico, E1 cons-
truye un argumento a partir de las propiedades de los cuadrilateros para
hablar de la semejanza de los cuadrilateros mediante la comparacion de
segmentos.
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E4: Seacuerdan, uno delos ejercicios de los que partimos fue de la homo-
tecia, que vefamos que la proyeccion era distintiva y que hablaba de
una idea proporcional. Entonces si nos valemos de ese ejemplo, ahilo
podemos enlazar con éste y ver la diferencia ahi clarita. Incluso con el
propio trabajo de lobos, cuando deciamos que se hacia la ampliacion
vefamos que el otro entonces era una deformacion que estaba trasladada
enel plano, cuando vefamos las fotografias. Entonces, ahi mds o menos
podemos ir viendo cémo desde un principio lo estibamos viendo que era
algo distinto y ahora lo estamos viendo un poquito mds concreto, pero es
eso. Estaba en lo de las ninas y luego en lo de las fotografias.

La secuencia de las tareas tiene una evolucién determinada que es per-
cibida y evidenciada por E4: asegura que, esta situacion, la cual proviene de
la discusion contextualizada en la propia matematica escolar, se correlacio-
na con dos tareas previas.

Rebeca: Y en este caso ;como podemos establecer las relaciones entre las
variables?

El: Dosesauno, en este caso.
Rebeca: ;Y el otro?

E2:  No es proporcional pero si hay una constante. Mantienen la misma
constante y podemos encontrarla formando los incrementos. Bueno,
voy a tomar las coordenadas: y, seria 4 y 4-2 sobre 6-5. ;Si? Entonces va
avanzando dos, entonces la ecuacion de ésta yala podemos ir encontran-
do que eralo que nos decia hace rato que era parte de la tarea. Y entonces
aqui si yo quiero encontrar la ecuacion... Vamos a buscar la ecuacion. ..

En la pregunta de Rebeca, centrada en la accion de relacionar, se evi-
dencia la relacion sustentada en la funcionalidad que hemos percibido en su
planeacion, lo cual da evidencia de que se parte de la reflexion y se consoli-
da en la accion el objetivo planteado. No pregunta por valores numéricos,
sino por el tipo de relacion que debe establecerse.

La frase de E2 es de relevancia: “no es proporcional, pero si hay una
constante”. Con esto se sintetizan las ideas principales de esta actividad:
muestra las diferencias entre linealidad y proporcionalidad, al confrontar
la razén entre las variables y la razon entre las diferencias, pues con la fun-
cién de proporcionalidad y la funcion lineal no proporcional, muestra las
relaciones. E1 habla de que la relacion es “2a 17, correspondiente a la grafica
de la funcion cuya expresion es y = 2x, mientras que, para la funcion cuya
expresion es y = 2x — 8, E2 recurre a los incrementos:

by _4-2_,
Ax  6-5

Con ello, asegura que “se mantiene la misma constante”, dado que en la
otra funcién también la razon de cambio es 2. Para concluir propone bus-
car la expresion algebraica de la funcion, desconocida para ellos. A lo cual
Oscar objeta:
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Oscar:  No te alcanzaria comparando nada més las diferencias que encontraste?
El: Exactamente.

Oscar:  Sf, mencionaste... las diferencias. .. sno te alcanza nada mds comparando
las diferencias? Podrias compararlas... ;no te alcanza con eso?

E2:  Si, pero dame un segundo... voy a asimilar a dénde quiero llegar.
[Silencio]

La ecuacion serfa ésta (y = 2x - 8), éste es el punto donde va a cortar al eje
de las yes, entonces es lo que yo explicaba hace rato alld en el aula que las
coordenadas (0,-8) y (4,0) y cualquier punto es como va a quedar. Esta es
la ecuacion de ésta. Y pues ésta es mas sencilla, ésta es y = 2x.

Oscar interviene para mostrar que a partir de los datos que tiene, E1
ya tenia la razon de cambio y por tanto podia encontrar la expresion al-
gebraica de la recta. E2 se queda en silencio unos segundos y piensa como
podria, dado el comentario de Oscar, encontrar la expresion de la funcion
sin aplicar lo que escolarmente se ensefa: dados dos puntos (x,,y)) y (x,,05),
en este caso (5,2) y (6,4), encontrar la pendiente de la recta comom = 2=y
luego reemplazar alguno de los puntos dados y m en y = mx + b, quedan-
do y; =32=x, + by despejar b para conseguir la expresion algebraica de la
funcion. La propuesta de Oscar radica en cuestionar la automatizacion con
la cual, a veces, se trabaja, pues, E1 podia encontrar la ordenada al origen
con la informacion disponible, con base en la razon de cambio, sin llegar al
manejo algebraico de los datos.

Luego de encontrar las expresiones algebraicas de ambas funciones,

Rebeca comenzd a cerrar la discusion:

Rebeca:  Bueno, entonces, para que sean semejantes, hay una condiciéon muy
fuerte.

E4: Surazdn tiene que ser constante.
Rebeca:  Si,yademads... hay otra mds.
~ ; ~ X . o
E5: Como decia el compariero, la razén = tiene que ser constante y la tinica
que lo cumple es la que pasa por el origen. Si no pasa por el origen, no es

proporcional. No pasa nada mas por la colinealidad, tiene que pasar por
el origen para ser proporcional.

Al retomar la pregunta de partida de Rebeca “si era suficiente estable-
cer la colinealidad entre los vértices para establecer el criterio de semejanza
en los triangulos”, E4 y E5 concluyen que la condicion para hablar de se-
mejanza se relaciona con que la razén se mantenga constante y, a la vez,
la colinealidad no garantiza la semejanza, pues las funciones lineales no
proporcionales no mantienen dicha razén.
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Rebeca:  Entonces, aqui cerramos y entonces, ;qué podemos decir del plan de
clase?

E6: Lo que pasa es que ahi también causa un problema porque mencionan
el teorema de Thales. Y el teorema de Thales nos dice que los segmentos
paralelos entre dos secantes (EA y EC) son proporcionales. Y eso es lo
que nos causa confusion, a veces nos queremos ir con ese teorema para
querérselo aplicar a todo. Y en este caso queremos buscar la proporcio-
nglidag entre éstos (% = g) pero vamos a tener que comparar tridngulos

= = =)y comparamos también éstos (OIFK'y OHGJ), y en este caso s6lo
habla de éstos (DA y CB), que son los paralelos entre las secantes. No nos
habla de éstos (kA y JB).

Figura 9. Reproduccion de lo presentado en el pizarréon

0
ofo : Il% 3 E /A Ds Ce

Fuente: elaboracion propia.

Lo que nos explica E6 respecto al programa es que, tal como esta pre-
sentada la figura, no puede compararse el tamano de los lados de las fo-
tografias. Recordemos que todo comenzo hablando de la ampliacion de
fotografias, entonces, los segmentos que ¢l senala, que nosotros hemos de-
nominado KA y JB son los que deben compararse respecto a los segmentos
DA y CB, respectivamente, para garantizar que las fotos (los rectingulos)
son semejantes.

E2: Y sison proporcionales... sivaa existir proporcional, con respectoala
secante, si yo me olvido del resto [recorre el eje hasta el punto E].... éste
[ED] en relacién a éste [EC] es proporcional a éste [DA] en relacion a éste
[CB]. Y eso es lo que maneja el teorema de Thales, lo estamos partiendo de
aqui [sefala el punto EJ, no desde atrds. No como rectingulo, sino como
los tridngulos rectangulos que se forman entre las secantes.

Rebeca:  Entonces...

E7:  Entonces estaria mal lo del plan de clase, ;n0? Porque estd tomando
el rectangulo. Aun asi, estd mal ejemplificado en la clase porque estd
manejando rectangulos; si queria usar el teorema de Thales tendrian que
haber sido paralelas, pero si ya querian que fueran semejantes tendrian
que haber partido del (0,0), para poder usar los tridngulos y que pudiera
haber proporcionalidad.

Rebeca:  Entonces, éste es el andlisis que se tenfa que hacer en la figura.
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E2 explica por qué si son proporcionales los tridngulos rectangulos,
aunque esté fuera del (0,0), ya que compara solo los segmentos que forman
los triangulos. E7 toma la palabra para asegurar que, aunque se cambie de
lugar “el eje y”, el plan de clases tiene un error conceptual, ya que la tarea
plantea la comparacion de los segmentos de los rectdangulos y no de los
tridngulos unicamente, y asegura que la recta deberia haber pasado por el
origen para hablar de la proporcionalidad entre los lados de la figura. De
esta manera, Rebeca da por terminada la reflexion sobre la tarea planteada.

A.3. Sintesis analitica del acontecimiento A

Para analizar la tarea presentada en el plan de clases fue indispensable no
olvidar el hecho de que se estaba trabajando con la ampliacion de una foto-
grafia, pues esa contextualidad fue la que garantizé pensar en los lados ho-
mologos de los rectangulos y solicitar indiscutiblemente que la representa-
cién grafica de la funcion fuera una recta que pasara por el origen, pues de
otra manera las comparaciones e igualaciones no conservarian el invarian-
te. Con esta tarea, contextualizada, se da una significacion a la necesidad de
que la representacion grafica de la funcion proporcional pase por el origen:
asi, la razon entre los pares de lados homologos se mantiene constante, es
decir, la razon de los incrementos es constante. La resignificacion de la tarea
en un contexto grafico permite la construccion de la nocién de incremen-
tos y de la razon de estos incrementos. Cuando se dice “construccion” no
significa que sea la primera vez que ellos abordan el tema, sino que es un
argumento que surge a partir de las propias acciones de relacionar, com-
parar, construir un invariante e igualar, lo que demarca, a su vez, la relacion
sustentada en la funcionalidad en un contexto matematico formal. Esta
funcionalidad permite pasar de ver la diferencia de estados de cada variable
aver la razon de esas diferencias, es decir, dentro del contexto matematico,
pasar de ver la variacion de la variable a ver la variacion de la relacion.

En este episodio se trabajé la construccion de la razén de las diferencias.
Podemos postular, ya que ésta es una de las grandes dificultades del apren-
dizaje de la nocion de derivada como variacion en el clculo, que un apren-
dizaje de este estilo puede contribuir al entendimiento del pensamiento
variacional: la construccion de la pendiente como razén de las diferencias
permitird posteriormente una fluencia mayor al hablar de la razon de las
primeras, segundas, terceras. .. diferencias.

El rol del profesor en el aula, si bien puede provocar discusiones me-
diante el planteamiento de preguntas, también debe tener la habilidad de
comprender lo que sus estudiantes estin construyendo. En la interacciéon
presentada, Rebeca tiene reducidas intervenciones en cantidad, sin em-
bargo, son intervenciones estratégicas que dan orden a las construcciones
de los estudiantes (profesores). La habilidad de ensenar, para nosotros, no
tiene que ver tinicamente con lo que —ni con el cdmo— un profesor vaya a
exponer, sino con lo que un profesor permita construir y discutir, a la vez
que entender de dicha discusion.
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Como pudo observarse en las interacciones, tanto Rebeca como Oscar
son parte de la problematizacion y, en particular en este episodio, es Rebeca
quien lleva el control y promueve las interacciones. La autonomia es evi-
denciada dado que el trabajo promovido por Rebeca dista de las confusio-
nes ya evidenciadas entre el pensamiento aditivo y el multiplicativo (Hart,
1998; Lamon, 1999; Lesh et al., 1988); a partir del analisis y problematizacion
de una propuesta de clase se genera la significacién de la diferencia. Lo sin-
tetizamos de la siguiente manera: podemos asegurar que la constante de
proporcionalidad no es la pendiente de la recta ni la razon de cambio; la
constante de proporcionalidad es la relacion invariante entre dos magni-
tudes que, al momento de graficarla en un plano cartesiano, coincide con
el valor de la pendiente, y vista desde un pensamiento variacional, coincide
con la razén de cambio. Es decir, si definimos los conceptos matematicos
mediante su uso y su funcionalidad, las diferencias son indiscutibles.

LA PROPUESTA DE INTERVENCION LUEGO DE LA
PROBLEMATIZACION DE LA MATEMATICA ESCOLAR

Exponer las fortalezas de los profesores en este articulo, significara mostrar
las actitudes de transformacion en cuanto a su relacién con el conocimien-
to matematico, o bien, la innovacion en situaciones de aprendizaje en don-
de se pongan en el centro las acciones del estudiante. Elegir un contexto si-
tuacional que propicie la construccion de un conocimiento especifico que
sea acorde a los estudiantes con quienes se esta trabajando, que reconozca
el espacio natural de construccion de conocimiento y la realidad del que
aprende, seran caracteristicas basicas de las propuestas que presentamos a
continuacion.

La propuesta de Rebeca: los colores

Durante la maestria le dieron el cargo de profesora de artes. Al finalizar la
maestriaarticul el trabajo realizado durante el seminario de desarrollo del
pensamiento proporcional con el arte.

Por iniciativa propia, propuso abordar el circulo cromatico desde una
mirada matematica: mezclando colores primarios, con razones diferentes,
propuso formar los colores secundarios. Luego, a partir de las mezclas con
el mismo color, trabajaria con la comparacion entre las razones numéricas,
correlacionando que los colores iguales tendrian razones equivalentes.

En esta propuesta, Rebeca habia sistematizado la nocion de lo propor-
cional como aquella relacion adecuada entre magnitudes que mantengan
un invariante, en este caso, el color, para que posteriormente se estudien
los elementos caracteristicos, tanto cualitativos como cuantitativos. De la
accion de formar colores, paso al analisis de los objetos mateméticos: la ra-
zon, proporciones y la constante de proporcionalidad.

Logré fundamentar tedricamente un disefio de intervencion en cuanto
ala manera en la que promueve la construccion de la nocion de la propor-
cionalidad a través de las practicas en la prictica de referencia del arte.
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Fotos de la interaccion con profesores y profesoras
de la segunda generacién de MEMES, en la sesion

donde Rebeca puso en practica su disefio
3 ) ¥

REFLEXIONES FINALES

El crecimiento profesional docente autonomo como parte de la practica
ubica a éste en en un rol activo. El ejemplo de Rebeca, reportado en este
articulo, marca una iniciativa de transformacion de su practica en la cual
incorpora los conocimientos y habilidades personales a la situacion en
la cual se encontraba: fusionar las matematicas con el arte respecto a los
colores primarios, secundarios y las proporciones. Otros ejemplos de las
investigaciones realizadas por los profesores de la MEMES-ENSFO podran
consultarse en este mismo nimero de Perfiles Educativos a cargo de Oscar
Cervantes y Adolfo Acevedo. Asimismo, otros colegas también desarro-
llaron sus propuestas de intervencion: entre ellas estd el caso del profesor
Rigoberto Diaz, quien trabajo con la unidad de medida de la jicara para
construir la idea de volumen y capacidad. Pronto realizard su presentacion
de examen. O bien, el caso de la profesora Isabel Sdnchez, quien fundamen-
to tedricamente un diseno sobre la construccion de un papalote que ella
misma trabajaba en sus clases; durante los cursos, menciono, evidenciaba y
explicitaba el pensamiento trigonométrico y proporcional que se ponia en
juego en dicha construccion. Asi, cada profesor/profesora penso, invent6
y plasmo en sus aulas sus ideas. Algunos de ellos, pocos, han escrito sus
logros para convertirlos en tesis. Algunos de ellos, la mayoria, han transfor-
mado su quehacer. ;Como lo sabemos? Porque continuamos en contacto,
dado que hoy podemos decir que somos parte de la comunidad de mate-
méticos educativos.

El acompanamiento posterior al trabajo colectivo resulta indispensa-
ble. Las y los profesores con los que se trabaja a diario reclaman que los pro-
cesos de desarrollo profesional docente precisan de un trabajo continuo,
permanente, cuya retroalimentacion marque un rumbo.
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